^f^: 


<     ^^^^. 


^^:f%'^ 


VP' 


m-f 


K-' 


*:-"/ 


yê^^^:f/ 


•A  «-• 


à--^ 


.  kS 


NOUVELLES  ANNALES 


MATHÉMATIQUES. 


VIL 


PARIS.  —  IMPRIMERIE  DE  FAIN'ET  TBUNOT, 
Hue  Racine,  28,  prés  de  l'Odéon. 


y 


NOUVELLES   ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 

JOURNAL  DES  C.\^'D1DATS 

AUX  ÉCOLES  POLYTECnXIQUE  ET  NORMALE  , 

Rédigé  par  MM. 

TERQUEM, 

OFFICIER  DE   l'OMTEBSITÉ,   DOCTEUH   È3   SCIEMCES,    PROFESSEUR  AUX   ÉCOLES   ROYALES   D'iRTlLLERIE 


ET 


GEROxNO, 

PROFESSEUR  DE    MATHÉMATIQUES. 


TOME    SEPTIEME. 


PARIS. 

CARILLAN-GOEURY  et  V"  DALMONT  ,  ÉDITEURS ,    . 

LIBRAIRES   DES   CORPS    ROYAOX   DES  PONTS   ET  CHADSSÉES  ET   DES   MISES, 

Quai  des  Auguslins,  nos  39  et  4i. 

•  — 

1848. 


4$t5  ^  *r 


6(/ 

lue 

t/.  7 


Xo^i^ 


NOUVELLES  ANNALES 


DE 


MATHÉMATIQUES. 


METHODE  DES  HOMOGÈNES. 


I.  Suivant  lanolation  en  usage,  les  coordonnées  d'un  point 
sur  un  plan  sont  représentées  par  les  lettres  x  et^,  et  les  coor- 
données" d'un  point  dans  l'espace,  par  jc,y,  s;  dans  la  mé- 
thode des  homogènes^  les  coordonnées  d'un  point  sur  un  plan 

•27     y 
sont  représentées  par  les  rapports  ~,  ~;  et  celles  d'un  point 

dans  l'espace,  par  les  rapports  -,  -,  -;  2  et  u  étant  des 

u    u    il 

nonabres  quelconques.  Ainsi,  pour  passer  de  la  notation  or- 
dinaire à  celle  des  homogènes ,  il  suffit  de  remplacer  dans  les 

ce     y  oc    Y    1» 

équations  x  et  j^  par  -,    -,   ou  bien  j:,  y.  2  par  -,  -,  -  ; 

22  u    u    u 

et  il  suffît  de  supposer  z  =  1  ou  m=  1  pour  venir  de  la  nou- 
velle notation  à  l'ancienne.  L'avantage  de  cette  nouvelle  no- 
tation est  de  donner  aux  résultats  une  forme  symétrique  et 
de  pouvoir  appliquer  aux  équations  les  propriétés  analy- 
tiques des  fonctions  homogènes.  Nous  allons  donner  quel- 
ques exemples.  C'est  dans  l'ouvrage  de  M.  Plucker ,  conte- 
nant son  système  de  géométrie  analytique  (1 835),  que  je  trouve 
les  premières  applications  de  celte  méthode. 
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II.  Problème.  Trouver  l'équation  d'une  droite  passant 

par  les  deux  points  (  —  T-,  )  ^M  "ïï '  'j')- 

Solution.  Soit  dy-\-ex-\-fz=iO,  l'équation  de  la  droite, 
on  aura 

rfy'+ex"+/z"=0. 

Il  faut  éliminer  entre  ces  trois  équations  les  deux  rapports 

d    e 

-,  -;  il  faut  donc,  en  considérant  d^  e,/ comme  trois  in- 
connues, que  le  déterminant  soit  nul;  ainsi  on  a  de  suite 

Les  crochets  indiquent  le  binôme  alterné  ou  le  détermi- 
nant f)  de  deux  lettres,  le  terme  entre  crochets  étant  positif  ; 
si  l'on  fait  z  —  z-j=^z'=\^  on  trouve  la  forme  non  symé- 
trique ordinaire. 

III.  Problème.  Trouver  l'équation  d'un  plan  passant  parles 

.     .     fx'  y  z'\  fx"  y  z"\  /x'"  y"  z"'\ 

trois  pomls    -,  -,  -,  (-„,  —,  -,],    -77,,  —,  —  , 
\«    u     uj     \u     u     II  J     \u      II'     u!') 

Solution.  Soit  l'équation  du  plan  dx-\-ej-\-fz-^gu^=0:, 

rcmplnçant  successivement  jt,  ^,  z,  u  par  j:',  r',  z',   u' ; 

x",y,z",  u' ,  on  obtient  trois  autres  équations.  Entre  ces 

.,  ,        .,.    .       IV.  d    e    f 

quatre  équations,  il  faut  éliminer  les  trois  rapports  -,  -,  -. 

g  g  ff 

Ces  quatre  dernières  quantités  étant  considérées  comme  des 

inconnues,  il  faut  que  le  déterminant  soit  nul  ;  on  a  donc 

x[yz'u"] -\-x[x"'z'u"]  -^z[x'y"u']  -]-u[xy'z"]=o. 

Les  crochets  indiquant  le  déterminant  de  trois  lettres, 


(•)  C'est  ainsi  qu'on  désigne  aujourd'hui  les  fondions  cramériennes ,  nom 
qae,  selon  toute  justice,  devraient  porter  ces  fonctions,  les  plus  remarquables 
qu'on  rencontre  dans  l'analyse. 
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renferment  par  conséquent  six  termes  ;  celui  qui  est  entre 
les  crochets  étant  posilif,.les  signes  des  autres  sont  complè- 
tement délerminés.  , 

IV.  Théorème.  Soit  une  fonction  algébrique,  entière,  ho- 
mogène, de  degré  m,  de  n  variables,  j:,  ,  j:,  ,  jTj -^r^  ;  si  l'on 

multiplie  par  x,  la  dérivée  de  cette  fonction  prise  par  rap- 
port à  j:,;  puis  par  jc^,  la  dérivée  de  la  môme  fonction  prise 
par  rapport  à  jc, ,  et  ainsi  des  aulrcs  variables;  la  somme  de 
tous  ces  produits  est  identiquement  égale  à  m  fois  la  fonction. 

Démonstration.  Soil  Aa:^''j:^''j;°....jcJ=M,  un  des  termes 
de  cette  fonction;  on  a,  d'après  la  défidilion  de  Ihomogé- 

"héité,  a-^O^c r=fn;  A  étant  un  coefficient  constant, 

et  a,  b,  c,  r,  des  exposants  entiers  positifs,  pouvant  avoir 
toutes  les  valeurs  df^puis  0  jusqu'à  m  ;  opérant  sur  ce  mo- 
nôme comme  il  est  énoncé  dans  le  théorème,  oh  a  pour  ré- 
sultat «jM  ;  donc  le  théorème  subsiste  pour  l'ensemble  des 
termes. 

Observation  1.  Le  même  théorème  subsiste  encore  pour 
des  fonctions  algébriques  fractionnaires  homogènes.  En  effet, 
soit  F  une  fonction  homogène  entière  de  degré  m,  de  n  va- 
riables j:,  ,  jTa x^;  eiyune  fonction  entière  de  degré  m', 

F 

dis  mêmes  variables,  la  fonction  fractionnaire  -  e;-t  de  de- 
gré m — m'  ;  la  dérivée  par  rapport  à  x,,  multipliée  par  jt,  ; 
donne 

dF       ^  df 


'\/d.r,        ^  dx,\ 


/: 

de  môme  pour  x, ,  jt, etc. 

,  F 

Réunissant  tous  ces  résultats,  on  obtient  [m  —  m')-. 

Observation  2.  Le  théorème  s'applique  aussi  aux  fonctions 
homogènes  irrationnelles. 
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V.  Problème.  Soit  X  nne  fonction  algébrique  homogène 
de  degré  m,  de  n  variables  x,,  j:^...:.  Jc^^,  et  soit  chacune  de 
ces  variables  une  fonction  linéaire  de  cette  forme 

^k,  àk,  Ci,  étant  des  constantes  données  pour  chaque  variable; 
et  -,  j,  les  coordonnées  du  point  d'un  plan  ;  alors  X=0(1} 

est  l'équalion  d'une  ligne  de  degré  m  ;  trouver  l'équation  de  la 

x'  y' 
tangente  à  cette  ligne,  menée  par  le  point  — „  -  sitaée  sur  la 

z    z 

ligne.  • 

Stlution.  .On  a  l'identité 

Représentons  par  X,,  X, X„  les  valeurs  que  prennent  les 

,    .    .      dX     dX  .       , 

dérivées  -r-  ,  — — au  pomt  donne  et  écrivons  1  equa- 

dx,    ajT, 

tion 

X,jr,-f  X,,r.-f XnXn  =  0  ,  (3) 

C'est  Téquation  cherchée  de  la  tangente.  En  effet,  j:,,  x^....xn 
étant  des  fondions  linéaires ,  cette  équation  est  celle  d'une 

droite.  Si  l'on  donne  aux  variables  x,,  x, x^  les  valeurs 

qui  conviennent  au  point  donné,  l'équalion  (3)  rentre  dans 
ridenlilc  (2)  ;  doue  la  droite  passe  par  le  point  donné  j  et  de 
ce  point ,  passant  au  point  infiniment  voisin ,  soit  sur  la 
courbe,  soit  sur  la  droite ,  on  a  la  même  équation 

.    X,dx,  -\-  X^dx,  -\- X„dx^=^  0  ; 

donc  cette  droite  est  tangente. 

Observation.  M.  Plucker  donne  cette  belle  démonstration 
dans  l'ouvrage  cité  ci-dessus.  Rien  n'empêche  ceux  qui 
aiment  les/tmt/«sde  les  invoquer.  Il  est  vrai  qu'au  dernier 


—  9  — 

instant,  à  la  limite  expirante,  si  l'on  peut  parler  ainsi,  on 
est  en  plein  infiniment  petit-  mais  on  passe  par  dessus  les  yeux 
fermés.  On  a  bien  la  chose ,  mais  avec  l'avantage  de  ne  pas 
en  prononcer  le  nom  ;  avantage  considérable ,  qui  compense 
ce  que  la  méthode  a  de  long  et  de  pénible. 

VI.  Exemple.  l°Soit  * 

l'équation  rendue  homogène  d'une  conique,  on  a  pour  équa- 
tion de  la  tangente 

^  (2Ar'+Bx'+Dz')+x[2Cz+B/+Ez]-|-z[2Fz'+DK'+Ea,'']=0  ; 

a:'    y' 

—  ,—,  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact;  en  faisant 

z     z 

z=  z'=  1 ,  .on  a  l'équation  ordinaire. 

2"*  So\\0fx,j:,-\-  qx^jc^  =  X  =  0,  l'équation  d'une  conique  ; 
j?  et  q  des  constantes  ;  ^, ,  or, ,  Xj ,  a:^  des  fonctions  linéaires 
de  Jc,  y,  z  ;  l'équation  de  la  tangente  est 

X,,  X,,  X3,  X^,  sont  les  valeurs  que  prennent  les  dérivées 

^X    dX  .      '. 

-r—,  -r- etc.,  au  point  donne. 

dx,    dx^ 

Remarque.  En  1844,  M.  Finck  a  attiré  l'attention  des  pro- 
fesseurs français  sur  cette  manière  do  représenter  les  cour- 
bes par  des  fonctions  de  facteurs  linéaires  ,  dont  M.  Plucker 
surtout  a  tiré  de  si  fécondes  conséquences  fvoir  Nouv.  An- 
nales, t.  m,  p.  147).  Les  ouvrages  du  célèbre  professeur 
de  Bonn  méritent  à  tous  égards  les  honneurs  de  la  traduc- 
tion; utile  à  la  science,  mais  ne  servant  pas  aux  examens, 
qui  achèterait  cette  traduction? 

7.  Problème.  Mêmes  données  qu'au  problème  5  ;  mais  l'on 
aiXk  =  ak'V  -\-bb:r  +  CkZ-\-dku;  Uk  ,  bk  ,  Ck  ,  dk  sont 
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des  constantes; -, —,  —  des  coordonnées  d'un  point  dans 
u    u    u 

l'espace;  X=0  roprcsenlc  l'équation  d'une  surface  de  de- 
gré/»; quelle  est  Téqualion  du  plan  tangent  mené  par  le 

point  de  la  surface,  ayant  pour  coordonnées  —  ,    —, 


_? 
u      u      u 


Solution.  L'équalion  (3)  du  problèmes  représente  l'équa- 
tion du  |)lan  langent.  Même  démonstration . 

Observation.  Lorsque  toutes  les  quantiiés  X,  X,,  X,:..Xn 
sont  nulles  simullanément,  ^é^^ualion  (3j  disparait;  c'est  le 
cas  des  points  singuliers  dont  la  théorie  sera  donnée  plus  loin. 

8.  Définition.  Soil  /y'+7-r=.l  l'équation  d'une  droite  mo- 
bile ,  et  F{p,  q)=0  vl )  une  relation  de  degré  m  entre p  e[  q  ; 
la  droite  est  évidemment  l'enveloppe  d'une  ligne  plane  5 
l'éq'ialion  (1)  est  l'équation  enveloppe  de  ccllt;  ligne;  et 
M.  Plucker  dorme  aux  variables/;,  q,  le  nom  de  t^êrdonnées 
linéaires  pour  les  disiinguer  des  coordonnées  ordinaires, 
qu'il  nomme  coordonnées  de  point  [  Punkt-Coordinalen).  On 
voit  que  l<s  coordonnées  linéaires  sonl  les  valeurs  récipro- 
ques des  coordonnées  à  Btigine  de  la  droite  mobile.  A 
une  même  valeur  de  p  répondent  m  valeurs  de  q  ;  donc 
par  un  même  point  passent  m  tangentes  ;  el  la  courbe  est 
dite  de  m^'n^  classe.,  dénomination  introduite  par  M.  Gcr- 
goime. 

9.  Théorème.  Lorsque  l'équation  enveloppe  est  linéaire, 
l'enveloppe  est  un  point  fixe. 

Démonstration.  Soit  ^p  4-^y  =1  l'équation  enveloppe  de 
la  droiie  mobile  py-{-q jr=i  ;  il  est  évident  que  cette  droite 
passe  constan)ment  par  le  point  qui  a  pour  coordonnées  a 
et  b ,  car  on  a  ap-\-bq=:l . 

Observation.  Dans  le  système  usité,  un  point  est  représenté 
par  deux  équations  et  une  droite  par  une  équation;  c'est 
le  contraire  dans  le  système  des  coordonnées  linéaires  :  une 
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droite  est  représentée  par  deux  équations,  p—a ,  q=h ,  et 
un  point  par  une  équalioft,  ap-\-bq=:\. 

10.  Problème.  Mêmes  données  qu'au  problème  5  -,  l'on  a 
jck^=  okp  -\-  hk  q  -{■  Ckr;    Uk  ,    bk  ^  Ck  sont  trois  con- 
stantes ;  - ,     -  sont  les  coordonnées  linéaires  de  la  droite 
r        r 

mobile  -  y-\-  -  j:-  =  1 5  X  =  0  (1)  est  l'équation  envcluppe 
r  r 

d'une  courbe  de  /««««  classe  ;  étant  données  les  coordonnées 
linéaires  ^,  ^,  satisfaisant  à  l'équation  X=^0,  trouver 

r       r 

l'équation  correspondante  du  point  de  contact. 

Solution.  L'équation  (3)  du  problème  3  représente  l'équa- 
tion enveloppe  du  point  de  contact.  En  effet,  cette  équation 
est  linéaire  en  p  et  7  ;  elle  représente  donc  un  point  (9)  ;  et 
on  démofitre,  comme  pour  le  problème  5,  que  ce  point  ap- 
partient à  di'ux  droites  mobih'S  infinitnent  voisines. 

Observation,  L'équation  (3)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

P»-|-Q5'='  ,  p  et  Q  étant  des  fonctions  de    -    et     de    --  ; 

r  r 

donc  x=Q  ;  jK=l*  sont  les  coordonnées  ordinaires  du  point 

p'      «7' 
de  contact,  éliminant —. ,    —,  entre  ces  deux  équations  et 

r        r 

l'équation  X=0,  où  /?,  7,  rsont  remplacés  par/?',  q\  r',   on 

obtient  une  équation  en  a-,  j^,  qui  est  celk-  de  l'enveloppe 

en  coordonnées  ordinaires. 

{La  suite  prochainement.) 


QUESTION  D'EXAMEN  (v.  t.  YI,  p.  327). 

Trouver  la  longueur  dune  corde  divisant  la  surface  d'un 
cercle  donné  dans  un  rapport  donné  ;  construire  géométri- 
quement l'équation  à  laquelle  on  arriva. 
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Solution.  Il  suffit  de  résoudre  la  question  pour  un  cercle 
d'un  rayon  égal  à  l'unité;  tz  étant  l'àire  d'un  tel  cercle,  il  s'a- 
git de  trouver  la  corde  ,  retranchant  un  segment  d'une  aire 
m-,  ou  rn  est  un  nombre  donné  qu'on  peut  toujours  suppo- 
ser moindre  que  -;  cela  posé,  soit  x  l'arc  cherché,  on  aura 

l'équation 

2mTz=x — sin.r. 

Il  se  présente  trois  moyens  de  résoudre  cette  équation 
transcendante  : 

i"  Par  la  règle  de  fausse  position.  On  cherche  dans  la  table 
des  valeurs  métriques  des  arcs  une  valeur  surpassant  un  peu 
2mT.,  et  on  en  retranche  le  sinus  5  on  trouvera  facilement  la 
valeur  dé  JT  à  un  degré  prés;  puis  à  une  minute  près,  etc.; 
on  devra  étudier,  pour  l'emploi  de  celte  méthode,  le  cha- 
pitre XXII  de  V fntroductio  in  analysin.  Ce  chapitre  porte 
pour  titre  :  Solutio  nonnullorum  problematum  ad  circulum 
pertinentium  5 

2°  Par  le  retour  des  séries.  On  a 

On  résout  ce  genre  d'équations  inflnitésimales  par  la  méthode 
connue  sous  le  nom  de  retour  des  séries  ;  on  développe  x  dans 
une  série  inflnie,  procédant  suivant  les  puissances  de  2m~. 

3"  Par  construction.  On  construit  la  courbe  transcendante 
y=zx—  s\\\x;  il  suffit  de  construire  une  sinussoïde  sur  la 
bissectrice  y=j:  ;  la  courbe  formée  d'arcs  égaux  qui  se  ré- 
pètent indéfiniment  est  renfermée  entre  cette  bissectrice  et 
une  tangente  parallèle  à  cette  bissectrice;  menant  à  une  dis- 
tance 2mTc  de  l'axe  dos  x  une  parallèle  à  cet  axe,  l'abscisse 
du  point  d'intersection  donne  la  valeur  cherchée  de  x.     • 

Obtervation.  C'est  à  tort  qu'on  a  mis  dans  Ténoncé  le  mot 
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géométriqtiement ,  car  ce  mot  ne  s'applique  ordinairement 
qu'aux  problèmes  qu'on  peut  résoudre  avec  la  régie  et  le 
compas,  ce  qui  est  impossible  ici. 
Exemples  : 

m=i;  X  =3  149* .  16'.  27";  corde  de  cet  arc  =:  1,9285340. 

ô 

m=- ;  jc  aiî  132« .  20'.  47";  corde  de  cet  arc  ==  1,8295422 

4 

(voy.  t.  V,  p.  152). 


SOLUTION  DU  PROBLEME  173  (t.  ÏV,  p.  455), 

PAR  M.  A.  VACHETTE, 

Licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques. 


Une  droite  de  longueur  déterminée  étant  divisée  en  m 
parties  égales  par  des  points  rouges ,  et  en  n  parties  égales 
par  des  points  noirs ,  trouver  la  plus  petite  distance  entre  un 
point  noir  et  un  point  rouge. 

On  suppose  nécessairement  m  et  n  premiers  entre  eux  ; 
s'ils  avaient  un  plus  grand  commun  diviseur  d,  il  y  aurait 

d  coïncidences  d'un  point  noir  avec  un  point  rouge. 

1 

Soit  m<^n;  chaque  division  rouge  est  —    de  la   droite , 

m 

et  chaque  division  noire  en  est  -  .    Du  numéro  0   au  nu- 

n 

méro  1  rouge  ,  il  y  a  autant  de  divisions  noires  que  d'entiers 

11  fi 

dans  le  quotient  —  :  -,  ou  dans  —  ;  si  n=:mq-{-r.  il  y  aura 
m     n  m 

q  divisions  noires,   et  entre  le  q*"^'    numéro  noir  et  le 

r 
1«^  numéro  rouge   la  distance  sera  la  fraction  —  de  la 

mn 


-  14  — 
droite  ;  entre  le  a^^'»^  numéro  noir  et  le  2^'"»  numéro  rouge, 

la  distance  — ;  entre  le  mgème  numéro  noir  et  le  /w^'»«  nu- 
ma 

mr      r 
méro    (extrémité  de    la  droite),    la    distance   — =- 

nui       n 

égale  à  r  divisions  noires.  Comme  n  et  m,  r  et  m  sont 
premiers  entre  eux  ;  donc  les  nombres  r,  2r,  3r  .  .  . 
...(m  —  1  )r    divisés  par  m  donneront,    dans   un  ordre 

quelconque,  les  restes  différents  1,  2,  3 {m — 1)  ;  la  plus 

petite  distance  entre  un  point  noir  et  un  point  rouge  répon- 
dra à  celui  des  nombres  r,  2r, {m  —  l)r,   qui,    divisé 

par  m  ,  donne  le  reste  1. 

Cette  plus  petite  distance  est  double,  car  on  peut  commen- 
cer par  l'une  ou  l'autre  des  extrémités  de  la  droite. 

Si  /ï=m-|-l,  on  a  le  Vernier  ;  la  plus  petite  distance  est 
entre  les  deux  premières  divisions ,  noire  et  rouge.  Si 
n=^mq-\-\^  la  plus  petite  dis.tance  a  la  même  position. 

Pour  /re=13  et  n=60,  on  trouve  r=8  ;  c'est  le  nombre 
5rou40qui,  divisé  par  13,  donne  pour  reste  1;  la  plus  petite 
distance  est  entre  le  23^'"«  numéro  noir  et  le  ô^'"^  numéro 
rouge  (*). 


NOTE 

iur  la  surface  du  triangle  sphérique  et  sur  l'ellipse  sphérique. 

PAR  M.  VANNSON,  professeur  (Versailles). 

.  1.  On  trouve  (tome  V,  page  17)  un  article  de  M.  Ter- 
quem  contenant  la  proposition  suivante  =  Si  ou  joint  les 
milieux  m^n  de  deux  côtés  d'un  trianj,'le  sphérique  ABC 
[fifj.  Ij,  qu  à  partir  du  point  R ,  où  l'arc  mn  rencontre  le  côté 


(■)  Même  question  pour  la  cirsonférence. 
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opposé,  on  prenneRI=OTn,  qu'on  achève  le  tria^jgle  rectangle 

1 
IKR,  IK  sera  le  -    excès.    Nous   remarquerons   d'abord 

comme  corollaire  que  si  on  mène  un  arc  perpendiculaire  au 
milieu  de  BG,  l'arc»  jy^r  sera  la  mesure  de  l'angle  R  ;  on  aura 
donc,  en  appelant  S  la  surface  du  triangle  sphérique  : 

.    S       . 
sm  -  =sinmn  x  sinpq. 

Ainsi  le  sinus  de  la  moitié  de  la  surface  d'un  triangle  sphé- 
rique esf  égal  au  sinus  de  l'arc  qui  joint  les  milieux  de  doux 
côtés,  multiplié  par  le  sinus  de  l'arc  élevé  perpendiculaire- 
ment au  milieu  de  la  base  jusqu'à  la  rencontre  de  celui  qui 
joint  les  deux  milieux. 

Si  dans  cette  formule  on  suppose  que  le  rayon  de  la  sphère 
devienne  inGni,en  conservant  aux  côtés  du  triangle  des  lon- 
gueurs finies ,  ou  devra  trouver  pour  limite  la  surface  du 
triangle  rectiligne.  Pour  parvenir  à  ce  résultat,  je  sup- 
pose que  S  représente  la  longueur  de  l'arc  21R,  rayon  1. 

2S 
Le  rapport  de  S  au  quadrant  sera  donc  —  ;  ce  sera  en  même 

TU 

lempsle  rapport  du  triangle  proposé  au  triangle  trirectangle. 
Or  ce  dernier  triangle  a  pour  mesure  —  ,  donc  la  surface  du 

triangle  donné  sera  représentée  par  SR*  j  je  désigne  ce  pro- 

s 
duit  par  2;  j'aurai  donc  8=^-5  je  désigne  par  b  et  h  les 

longueurs  des  arcs  mn  tipq.  Pour  le  rayon  R ,  les  arcs  sem- 
blables à  ceux-là  pour  le  rayon  1  seront  représentés  par  ^ 

R 

h 
et  -.   Nous  aurons  donc  pour  une  valeur  quelconque  de  R 
R 

S  .     b     .     h     ^    , 

l'équation  sm  — -  =  sm  -  sm  ^.  On  peut  la  mettre  sous 

la  fqrme  suivante  -. 


16  — 


\m      (r)     (r) 


Si  maintenant  on  suppose  R  infini,  on  aura  Xs2M,  ce 
qu'il  fallait  trouver. 

II.  On  peut ,  ert  partant  du  même  principe,  démontrer 
sans  le  secours  du  calcul  celle  formule  que  donne  Legendre  : 


.     S       V^sinosin(p — a)sia{p — ^)sin(». — c) 

sin  -  = i f^ -^ ■'. 

2  abc 

2cos  -  cos  -  cos  - 

2         2        2 

Pour  cela ,  soit  ^BC  {fig.  2)  un  triangle ,  oD  une  perpen- 
diculaire menée  à  son  plan  par  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit ;  concevons  une  sphère  ayant  son  centre  en  D ,  et  soit 
A'B'C  la  projection  centrale  du  triangle  ABC  sur  cette 
sphère  ,  /n',«'  les  projections  des  points  M  et  N,  milieux  de 
AB  et  de  AC  ;  cherchons  le  volume  de  la  pyramide  DABG  ; 
elle  équivaut  évidemment  à  quatre  fois  la  pyramide  DMNA  ; 
or  celte  dernière  a  pour  mesure  le  triangle  DMN  ,  multiplié 

par  le  -  d'une  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  le 

plan  DMN  ;  mais  le  triangle 

b        c 
T^,T  T^ivT  •      ,  ,      DA.'cos  -  cos  -  sinM'N' 
^,,^T      DM.DNsmw'rt'                      2        2 
DMN  =  = , 


et  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  H  sur  le  plan 

DMN  =  DA.5inR=DA.cos- sinR; 

2 

2DA.*  abc 

donc      V  =  — - —  cos  -  cos  -  cos  -  sinwi'w'sinR  ; 
3  2         2        2 
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mais  sinm'w'sinR  =  sin  -  ; 

2DA^        a        b       c    .    S 

donc  V  =  cos  -  cos  -  cos  -  sin  - . 

3  2        2        2        2 

Mais  on  connaît  une  autre  expression  de  ce  même  volume, 

savoir  : 

D^s 

|/sin/7sin(/7 — a)%m{p  —  b)s\ï\[p — c; 


.    S        \/s\np'i\ï\ip — a)sin(o — b)i\n[p — c) 

donc      sm  -  = — — — ~ — — •. 

2  abc 

2cos  -  cos  -  cos  - 

2        2         2 

Remarque.  Si  on  divise  cette  équation  membre  à  membre 
par  celle  qui  donne 


0 


sinA  =    .   r' . —  |/sin/7sin(/)— a)sin(/?— 6)sin{/7— c)  , 

on  trouvera 

.    b   .    c    .   ^ 
A         sm  -*  sm  -•  sinA 
.     S  2        2 

sm  *"   =  . 

2  a 

cos- 

2 

Quand  on  fait  r=:  oo  ,  on  retrouve  la  formule 

icsinA 

Cette  dernière  formule 

sm  -    sm   -  smA 
.S  2  2 

sin  -  =r , 

2  a  ' 

cos  - 
2 

peut  aussi  se  démontrer  par  la  méthode  des  projections  cen- 
trales. En  effet ,  si  on  se  reporte  à  la  Ggure  précédente ,  on 
voit  qae  le  volume  de  la  pyramide  a  encore  pour  mesure  le 

Arn.  de  Matheu.  VII.  2 
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1 

triangle  ABD  multiplié  par  le  -  de  la  hauteur  du  point  C 

au-dcïsus  du  plan  de  ce  triangle.  Or  le  triangle 

AD'sinc 
ABD=   — - — 

et  la  hauteur  =  ADsin^sinA;  donc 

D  =  -  AD^sincsin^sinA  ; 

mais  déjà 

21)A'        a        h         c    .    S 
V  =  -y-  COS  -  CCS  -  cos  -   sin  -  ; 

•  .     l>    .     c   .    ^ 

sin  -  sin  -  smA 
S  2         2 

donc  -  = . 

2  a 

cos  - 

2 

Si  on  appelle  h  la  hauteur  du  triangle  tombant  sur  le  côté  c , 

.    ,       sin^ 
on  aura  smA  =  -r—r  ; 
s\nb 

.    c  . 

„        sm  -  sm/i 

j»  ■■  •    ^  ^ 

d  ou  sm  -  = 


2  b        a 

2cos  X  cos  - 

2        2 


III.  On  démontre  dans  la  géométrie  plane  que  le  produit 
des  trois  côtés  d'un  triangle  =  4  fois  sa  surface  par  le  rayon 
du  cercle  circonscrit.  Nous  allons  chercher  le  théorème  ana- 
logue dans  le  triangle  sphérique ,  à  l'aide  de  la  construction 
.  ci-dessus  employée. 

.,   ^.T,^        .     ,.   ABC.Do 
Le  volume  de  la  pyramide  DABC  est  égala ;  mais 

ô 

si  on  prend  DA  pour  unité  et  qu'on  désigne  par  p  la  distance 
polaire  du  cercle  circonscrit  au  triangle  A'B'C ,  on  aura 
Do  =  siMp,  donc 


v== 
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ABC.sino 


mais  déjà  on  a  trouvé 

_^       2         a        h        c    .     S  ' 
V  =  -  cos  -  ces  -  cos  2  s^"  2  ' 

a         h         c    .     S 

^         2cos  -  cos  -  cos  -  sm  - 

-<^  2         2  2  2 

donc  ABC  =  : ; 

sinp 

donc  l'équation  AB.AG.BG  =  2.D.ABG ,  devient  en  y  rem- 

/^^\  c 

plaçant  ABC  par  cette  valeur  et  AB...  par  2sin  -,  etc.... 

2  tang  I  tang  -  tang  -  =  tang  p.  sin  - , 

S 
d'où,  en  ayant  égard  à  la  valeur  trouvée  pour  sin-,  on 

tire: 

.    a.    .  b  .     c 

2 Sin  -  sin  -  sin  - 

2  2  2 

tangp  = 


\/s\np  sin  [p — a)  siu  [p — b)  sin  {p — c) 


.    S 
On  aurait  encore  pu  remplacer  sin  -  par 


•     ^   •   z. 
sin  -  sin« 

2 

b         a 

2  COS  -  cos  - 

2         2 


alors  on  aurait  eu 


.    b    .    a  ^  .    ,        c 

2  sin  -  sm  -  tango  sm  A  cos  -  : 

2        2^'  2' 

si  on  fait  r=  <x> ,  on  retrouve  le  théorème  :  Le  produit  de 
deux  côtés  d'un  triangle  égale  lé  diamètre  du  cercle  circon- 
scrit, multiplié  par  la  hauteur  relative  au  3*  côté. 

IV.  Problème.  Connaissant  les  trois  côtés  d'un  triangle 
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sphcrique,  trouver  les  distances  polaires  des  cercles  inscrits 
et  ex-inscrits. 

Soit  0,  fig.  3 ,  le  pôle  du  cercle  inscrit ,  r  sa  distance  po- 
laire, on  a  dans  le  triangle  rectangle  AOC  : 

tangrsinAC.  tang  —  ; 

1 

mais  AC  est  égol  hp~a;p  désignant  le  -  périmètre  et 


on  a  donc 


A        %     /sin(»— A)sin(o — c) 
tang  -  =   \  /  — r^ — — — î__  ; 

\     /sini 


tangr=   \  /        '(7^-^)sinf;>-c)sin;.-^)^ 

sin/? 

On  trouve  des  formules  analogues  pour  les  rayons  des  cercles 
ex-inscrits  r'r''r"\  et  par  suite,  on  a  la  relation 

tang  r.  tang  r'.  langr"tangr"'  = 
=  sinp  sin  (  p—a)  sin  {p—  b)  sin  [p — c) , 
et  tangr:  tangr':  tangr':  tangr'":: 

^  ^  ^  1 

sin/)  *  i\ï\[p  —  a    '  sin(/»— ^)    *  sin(p— c)' 

mais  on  peut  remplacer  le  produit  simpliGé 
sin(/> — a)s\n{p-^b)ûïi{p—c) 

^  ^        ,  ^       ,  ^     •  »  S 
par  4cos   -  cos'  -  cos  -  sm   -: 

2  2         ii  2 

on  aura  donc 

tangp. tang  p'.  tango". tang  p'"  = 

,    ^  a    ^  ,  ^        .     I     s 

=  4tos  -  cos  -cos  -  sin    -. 
2  2         2  2 

£nGn,  on  par  une  des  formules  ci-dessus  démontrées 

x /~ ^ ;  •  /       IN  •   ^         V       sinasin/i 

Y  sin/>sin(/? — a)  s\n{p—b)sm{p—c)  = ; 
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sin'rtsinVî 


donc         tangr.tang  r'.tangr'.tang'"  = 

C'est-à-dire  que  le  produit  des  tangentes  des  distances  po- 
laires des  cercles  inscrits  et  ex-inscrils  est  égal  au  demi- 
produit  du  sinus  de  la  base  par  le  sinus  de  la  hauteur,  élevé 

au  carré. 

{La  suite  prochainement.) 


THÉORÈME 

sur  les  cercles  osculateurs  dans  les  coniques. 


Par  tout  point  d'une  conique  passent  quatre  cercles  oscu- 
lateurs; les  quatre  points  d'osculation  sont  sur  une  même 
circonférence.  (Steiner.) 

1.  Lemme.  Soient 

Aj^+Cx'-i-DK4-Ex+F=0 ;  ■  A^— Cx^-|-D>--f  E'x+F'=0 

les  équations  des  deux  coniques  ;  les  axes  coordonnés  étant 
parallèles  aux  axes  principaux,  les  points  d'intersection  des 
deux  coniques  sont  sur  une  même  circonférence. 
Démonstration.  Les  deux  équations  donnent  celles-ci: 

2Cx^-j-j'(D-D')+J:(E-E')-|-F— F'=0, 
2Aj'+^(D+î)')+x(E-f-E')+F+F'=0  ; 
d'où 

2ACy-f  2AC:r'-f:K  [D(A+C)+D'(C— A)]  + 
+.r[E(A+C)-hE'(C-A')]+F(A+C)+F{C-A)=-0. 

équation  d'un  cercle. 

Observation.  Si  C=0,  le  cercle  devient  une  droite. 

Observation.  Le  lemme  renferme  cet  énoncé  géométrique: 
lorsqu'une  hyperbole  et  une  ellipse  ont  leurs  axes  princi- 
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paux  parallèles ,  les  points  d'intersection  sont  sur  une  même 
circonférence. 

II.  Soit  Ay*-\-Cjc'''^Dy-\-Ex=0  l'équation  d'une  conique, 
les  axes  coordonnés  parallèles  aux  axes  principaux  ;  et  soient 
x',y  les  coordonnées  d'un  point  d'osculation  d'un  cercle  qui 
passe  par  l'origine  ;  la  droite  qui  passe  par  le  point  et  l'ori- 
gine a  pour  équation  yx'=xy,  et  la  tangente  en  ce  point 
a  pour  équation 

^(2Ay+D)  4-  :c(2Cx'+E)  +  D/4-Ex'-f  2F=  0  ; 

ces  deux  droites  sont  également  inclinées  sur  les  axes  prin- 
cipaux; donc 

H^^  =  ^;  ;    d'où  oAy^  -  2Ca"  +  Dy-  Ex'  =  0  ; 

et  l'on  a  aussi 

2Aj'"+  2Ca:"  +  2Dk'  -f  2Ex'  =  0  ; 

donc,  d'après  le  îemme,  les  quatre  points  d'intersection  sont 
sur  une  même  circonférence.  Tm. 


EXPRESSION 

de  chaque  racine  des  équations  du  2«'"«,  3«'"«  et  ¥'^'  degré  en 
fonction  symétrique  de  toutes  les  racines. 

FAR  M.   C.-G  -J.  JACOBI. 

(CreUe,  l.  XHI,  p.  340.  i&35,  en  latin.) 


Larésoluliop.  aK'ébrique  dos  équations  exi^o  que  chaque 
racine  (*)  puisse  être  exprimée  en  fonction  symétrique  de 


(*)  L'aijlcur,  dans  tout  le  cours  de  ce  travail,  désigne  les  racines  par  le  mot 
êlemcnla.  Kn  cffel  les  coelTicienls  sont  des  combinaisons  dont  les  racines  sont 
les  élémenU. 
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toutes  les  racines.  On  sait  que  cela  est  possible  pour  les 
équations  du  2éme^  sème  et  4*'ne  degré  ;  mais  comme  ces 
fondions  symétriques  ne  sont  pas  indiquées  dans  les  ouvrages 
élémentaires,  je  vais  les  exposer  brièvement. 

Résolution  des  équations  du  2^*"^  degré. 

'  Les  racines  étant  a  et  b,  chacune  est  exprimée  par  la  for- 
mule 

Résolution  des  équations  du  3^"»*  degré. 
Les  trois  racines  étant  a,  6,  c,  posons  : 

a-\-b-\-c  =  u;  a-{-'jb-]-ac=iu';  a-\-j.''b-\-oiC=^u" ; 
a  et  a'  sont  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité  ;  d'où 
l'on  tire 

_  «4-"'+""        M-f  «"u'-j-aa"         u-\-0Lu'-\-'/u" 

a=  -         ;      —  ^  ;    c—  -  ; 

faisons 

1  1 

U'  =  (p»  +  V^w)3   ;     u"  =  (j^  —  \/Zy  ; 

d'où 


V  =■ 


2  2 


,/-        iP—u"^       [u'—u")'u—yn")'n—/u") 

y  w  = = '■ 

2  2 

remplaçant  u'  et  u'  par  leurs  valeurs,  il  vient 

(<2a—b-c)  (■2b—c—o){'2c—a—b) 
P_- i 

2 

V/w  = ^  {(i—b)  {n—c)  {b—c)  = 


==  -i/-^u-b}'  iu-cy  ib-cy  i 
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u,  u,  u"  sont  donc  exprimés  en  fonction  symétrique  des 

racineS)  et  par  conséquent  aussi  les  racines  a,  b,  c  (*). 

On  a 

u'u"=  a'  -^  b'  -\-  c*  —  ab  —  ac  —  bc  = 

(a-by±ia--cr±{b-cY  ,  L 

= ={if  — w)3  ; 

mettant  à  la  place  de  f  et  de  w  les  valeurs  trouvées,  on  ob- 
tient une  identité  remarquable. 

Résolution  des  équations  du  4*"*  degré. 

Soient  a,  ù,  c,  d  les  quatre  racines. 
Posons 
a-{-b-\-c-\-d=  u;  a-\-h — c — d=u';  a — h-\-c — ri=  u"  ; 

d'où 

a  = ; ;    y: 


4  '  4  ' 

u_u'-l-u"— u'"     ^     M— u'— a"  +  M"' 
4  '  4 

Dans  les  formules  relatives  à  la  résolution  des  équations  du 
3éme  degré,  remplaçons  «,  t,  c  respectivement  par  a",  u"% 
«"",  on  obtient 
2p=(2tt'"— u'"— tt"'")(2u"'— u""^-u")  (2a""-u"— u"^)      , 

2\/w  =  3|/^  (""—""')  (w'^— /i"'0  (u"  — u'"*)  ; 
or, 

u'^— u"'=(i'+u")  (a'— u")  =  4(fl-^)  {b—c) 

u'^—u""  =  (u'-]-u"'){u'—u"')  =  Uia-c)  [b-d) 
ir—u""  r=  (u'+u'")  [u'—u'")  =  4(a— ^)(c— rf); 
ensuite 

2u"_u'  «— u"'*  =  8(a/^+c/^)— 4(ac+/;^)— 4(a«£4-tc) 
2a"*— u'"'— u"  =  8{ac-^bd)—i{ad-\-bc)-'i{ab+cd) 
2a'"'— u"— a"*  =  8(a^4-6c)— 4(aô+c^)—4(a<;-ft^); 

(*)  Non»  suppriinon*  lo  développement ,  que  chacun  peut  écrire. 
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posons  de  plus 

S  =  U     -f-  U      -f-  M      , 

la  résolution  ci-dessus  des  équations  du  3^»»«  degré  donne 


4rt  =  u-{- 


+ 


,^]/^j^]/:^^\/^-\/; 


,^y_  |/^,_|_\/vi;4-a'K'p^— V/w 


v- 


4.a'  j/(._|_\/w^:,(/t,_\/w 


et  de  môme  46,  4c,  4^. 
Or 

w=—3[9&[a—b)  (a—c)  {a—d)  {b—c)  [b—d)  {c—d)Y  ; 

u,  s,  w  étant  donc  des  fonctions  symétriques  des  racines ,  on 
satisfait  à  la  question.  On  a 

3 3 

~  u'^-^u''^^u""—u"u"'—u''u""—u"u"" 
=  8  [{a—by  [c—dy  +  {a^cy  [b—dy  n-  {a-dy  [b—cy  ] 

1 

=(53-1-2^ — Sl^p'— w)*  =  wu'w"  = 
=i{a-\-b~~C'^d)  {a-^ — b — d)  [a-^-d-^b — c). 
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Ces  expressions  étant  symétriques  par  rapport  aux  racines, 
on  voit  que  deux  racines  cubiques  peuvent  s'exprimer  l'une 
par  l'autre,  et  des  trois  racines  quadratiques,  que  nous  avons 
désignées  par  u',  u" ,  u"\  une  peut  sf  déterminer  par  les 
deux  autres.  A  l'aide  de  cette  observation,  on  voit  comment 
cette  grande  ambiguïté  de  radicaux  ne  représente  pourtant 
que  quatre  quantités  diverses. 

Considérations  générales. 

Si  nous  examinons  attentivement  la  composition  dos  ex- 
pressions qui  représentent  les  quatre  racines,  nous  voyons 
qu'il  faut  d'abord  extraire  la  racine  carrée  d'une  fonction 
symétrique  des  racines  (P^w),  et  extraire  la  racine  cubique 
de  c  ^lie-ci,  jointe  à  une  autre  fonction  symétrique  (t^),  et  en- 
suite réunir  celle-ci  à  une  semblable  racine  cubique  ;  ajouter 
à  ce  résultat  une  troisième  fonction  symétrique  »,  et  ex- 
traire la  racine  carrée  du  tout;  formant  trois  semblables  ra- 
cin«^s  quadraliques  et  les  réunissant  à  une  quatrième  fonction 
symétrique  u,  on  obtient  les  quatre  racines.  Ces  extractions 
de  racines  ne  peuvent  être  qu'indiquées  si  les  quantités  sous 
les  radicaux  «ont  exprimées  en  coefficients  de  l'équation  du 
quatrième  dogré,  à  laquelle  ces  racines  appartiennent;  mais 
si  les  quantités  sous  les  raiJicaux  sont  exliibées  en  fonction 
de  racines  elles-mêmes  ,  comme  nous  avons  fait,  alors  nous 
voyons  que  les  extradions  deviennent  possibles,  et  amènent 
successivement  à  diverses  f(jnctions  non  syméiriques  des 
racines  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  chaque  racine  en  par- 
ticulier. 

On  voit  que  dans  ces  questions  il  faut  commencer  par 
chercher  des  fonctions  non  symétriques,  lesquelles,  élevées 
à  cerlaiiies  puissances,  devieiment  symétriques;  car  on  ne 
peut  pas  autrement  parvenir  à  des  fonctions  non  symélri- 
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qucs,  par  des  extradions  de  racines  opérées  sur  des  fonctions 
symétriques.  Mais  il  n'y  a  d'autres  fonctions  de  ce  genre  que 
le  produit  formé  des  différences  des  racines,  et  tel  qu'en 
permutant  les  racines  on  obtient  deux  valeurs  de  signes  op- 
posés, et  le  carré  de  ce  produit  donne  alors  une  fonction  sy- 
métrique. Ainsi  dans  les  solutions  précédentes  le  dernier  ra- 
dical doit  surmonter  et  siymonle  en  effet  un  carré  ;  donc  ce 
radical  doit  être  quadralique  ;  c'est  ce  qui  résulte  aussi  de  la 
considération  suivante. 

Supposons  les  coefficients  de  Téqualion  fonctions  d'une 
quantité   «,  et  soit  x  la   racine;  l'équation  peut  s'écrire 

„  .  dx  ¥'[i)      ^ 

F(jc,  i)=0  ;  d  ou  -7-  = ■—-  .   Si  1  équation  a  deux  ■ra- 

at  h  {X) 

cines  égales,  et  que  nous  les  prenions  pour  x,  — -  devient  in- 
fini. Si  donc  j:  peut  s'exprimer  en  ^  à  l'aide  de  radicaux, 
l'expression  doit  être  ainsi  formée  que  la  différentiation 
anicne  un  dénominateur  qui  s'évanouisse  toutes  les  fois  que 
deux  racines  devieimcnt  égales,  ce  qui  n'est  autrement  pos- 
sible que  lorsque  ce  dénominateur  est  formé  du  carré  du  pro- 
duit des  différences  de  toutes  les  racines  de  l'équation.  Ainsi 
le  carré  doit  se  trouver,  dans  ces  expressions  ,  seul  sous  le 
radical,  sans  élre  joint  par  addition  à  d'autres  quantités;  en 
d'autres  termes,  il  doit  être  le  radical  ultime,  ainsi  que  nous 
l'avons  vu  dins  la  résolution  algébrique  des  équations  du 

On  a  souvent  f.iil  l'observation  que  si  on  donne  la  résolution 
algébrique  d'une  équation  du  n^^^  degré,  aucune  relation 
n'existant  entre  les  racines,  l'expression  desracines  doit  impli- 
quer nécessairement  tant  de  radicaux  qu'elles  puissent  conve- 
nir aussi  aux  solutions  des  équations  de  degré  inférieur  ;  de  là 
on  est  facilement  porté  à  conjecturer  que  le  nombre  des  di- 
mensions auquel  monte  l'expression  renfermée  sous  le  radical 
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ultime  (w),  ne  peut  être  moindre  que  le  plus  petit  multiple 
des  nombres  2,  3,  4.../i  ;  pour  «=2,  3,  4,  ce  plus  petit  mul- 
tiple est  2,  0,  10,  et  c'est  aussi  dans  ces  cas,  le  nombre  des 
dimensions  du  carré  du  produit  des  différences  des  racines 
qu'on  trouve  sous  le  radical  ultime;  mais  pour  7i=5^  le 
moindre  multiple  est  60,  pendant  que  le  nombre  des  dimen- 
sions du  carré  est  seulement  de  20  et  monte  en  général  au 
nombre  n{n — 1)  ;  cet  accord  manque  aussi  pour  des  nombres 
supérieurs  à  5. 


DEMONSTRATION 

d'un  théorème  de  M.  Gauss  sur  le  pentagone 
(Question  162,  YI,  p.  276). 

PAK  M.  PAUIi  SEaRET. 


Théorème  I.  ABCDE  étant  un  pentagone  plan  quelconque, 
représentons  par  a,  s,  y^  3,  s  les  aires  des  triangles  ABC, 
BCD,  CDE ,  DEA,  EAB ,  et  par  S  la  surface  du  pentagone, 
on  aura  : 

S'  — S(z  +  g-^7H-J-f£)-}-a6-|-67-f7^-f-rJ.-|-e,z=0.    (1) 

Démonstration.  Nous  nous  appuierons  sur  le  théorème 
connu  de  Fontaine  sur  le  quadrilatère  (VI ,  71).  Considérons 
en  effet  le  quadrilatère  BCDE  et  le  point  A  sur  son  plan,  on 
aura ,  d'après  le  théorème  cité  : 

t.  ACD+ao  =  ABD.  ACE.  (A) 

Or  l'on  a  : 

ACD=S~(a-|-(î);ABD  =  S— (6-I-Ô);  ACE  =  S~(a-|-7); 
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remplaçant  dans  (A),  l'on  aura  : 

,  j;S-a-^]  +  .5:=[S-(6  +  ^)]  [S-(a-f  v)], 
d'où: 
S'_S(«4-6+7  +  ^-l-e)-f(a  +  7)(84-^)  — «*+<îî-f  sa, 

OU  simplifiant  : 

S'— S(a+6-l-7+^-|-£)H-a6+gY-|-7J+^£+s«=0.     c.  q.  f.  d. 

Théorème  II.  ABGDE  étant  un  pentagone  plan ,  si  l'on 
appelle  «',  6',  7',  S\  s,  les  surfaces  des  quadrilatères  ABCD, 
BCDE ,  GDEA ,  DEAB ,  EABC ,  et  S  la  surface  du  pentagone, 
on  aura  encore  : 

S='_S(a'+  S'+7'H-(Î'  -!-£')+ '^'e'+S^'+v'-î'+^V-l-eV^O.   (2) 

Démonstration.  On  le  démontre  facilement  en  remplaçant , 
dans  la  relation  (1),  chacune  des  quantités  «,  6,  7,  (î,  e  par 
la  différence  entre  S  surface  du  pentagone  et  l'une  des  aires 
«',  6',  7',  S',  s'  convenablement  choisie  ;  ce  qui  donne  une  re- 
lation entres  et  a,  6',  7',  S\  e  'qui ,  simplifiée,  est  précisément 
la  relation  (2). 

Remarque.  Si  le  pentagone  devient  quadrilatère  ABCD, 
en  nommant  a,  6,  7  les  aires  des  triangles  ABC,  BCD,  CDA, 
et  S  la  surface  du  quadrilatère ,  la  relation  (1)  est  remplacée 
par  celle-ci  : 

(3)  S'— S(a  +  g-|-7)-|-ag-f  €7=0, 

relation  que  l'on  peut  d'ailleurs  vérifier  directement  en  ré- 
solvant la  relation  (3)  par  rapport  à  S. 
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KOTE 

sur  le  développement  de  e"  en  série. 
PAR  M.  BRAssixn:. 


1°  Le  développement  de  l'expression  (1+a)^  se  met  sous 
la  forme  : 

(.)...  (.+«.--.+«+a+;)H-e+i)(i-i)+ 

,    /l       a\  /l       2a\/l       3a\     , 

Si  la  quantité  a  devient  infiniment  petite,  il  sera  nécessaire 
de  prouver  rigoureusement  qu'on  peut  la  négliger  dans  le 
second  membre,  parce  que  les  facteurs  binômes  devenant  en 
nombre  infini ,  leur  produit  pourrait  donner  pour  coefticients 
de  a  des  quaniilés  assezgrandes  pour  compenser  la  petitesse  de 
ce  facteur  ;  d'où  il  résulterait  que  la  série  du  second  membre, 
qui  a  évidemment  pour  limite  supérieure 

111 

e  =  2-\ 1 1 h -.etc., 

vaudrait  moins  que  celte  quantité.  Pour  lever  cette  difficulté, 
on  peut  faire  usage  d'un  procédé  applicable  à  d'autres  cas, 
et  qui  est  fondé  sur  le  lemme  suivant. 

Lemme.  1°  Si  on  multiplie  entre  eux  deux  polynômes 
a  —  bx-\-c-^  —  ....^  a'  —  b'y.  -f- c'a'  — ...,  ordonnés  par  rap- 
port aux  puissances  ascendantes  de  a  ,  et  dont  les  termes  sont 
alternativement  positifs  ou  négatifs,  on  obtiendra  un  produit 
rt' —  h"y.-\-c''u  —  ...  de  même  forme.  Si  de  plus  on  aug- 
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menlait  sans  changer  leurs  signes,  les  coeflficients  « ,  b^c^  .., 
a\  b',  c\  ...,  tous  les  termes  du  produit  seraient  augmenlés; 
enfin  si  on  réunissait  dans  une  même  somme  plusieurs  pro- 
duits semblables  au  précédent,  cette  somme  de  la  forme 
A— Ba-f-Cz^  ...  aurait  des  coefficients  d'autant  plus  grands 
que  ceux  des  divers  produits  seraient  plus  grands. 

2'  Si  les  termes  d'-une  suites — bji.-\-c/  —  ...  indéfinie 
peuvent  devenir  aussi  petits  que  l'on  voudra  ,  en  multipliant 
cetle  suite  par  un  polynôme  a'  —  Z''a-f-c'a\..±/i':t'"~' 
d'un  nombre  fini  de  termes  ,  on  obtiendra  un  produit 
a" — b" j -{- c" a .. .  dont  chaque  terme  pourra  devenir  aussi 
pelit  que  l'on  voudra.  Cela  tient  à  ce  que  m  quantité  infini- 
ment petites ,  s ,  ^'î  ^'  multipliées  par  des  quantités  finies  on 
infiniment  petites , p,  q^  r^s  ...  donnent  une  somme 

aussi  petite  que  Von  veut. 
Cela  posé,  les  termes  du  second  membre  de  la  suite  (1)  après 

les  deux  premiers,  sont  moindres  que  (^  — «).  (ô — A  > 


(I-) 


'-  —  a)  ,  etc...^  leur  somme  aura  pour  limite  supérieure 


1-?+, 

=  2  +  2-  3(3x)-}-3(3a)'  — 3(3a)3-f  ...  ; 

3a  pouvant  devenir  très-petit ,  les  termes  successifs  de  cette 
suite  peuvent  devenir  aussi  faibles  qu'on  voudra,  et  être  dé- 
croissants. Mais  la  suite  (1)  étant  composée  de  produits  tout 
à  fait  analogues  à  ceux  que  donnent  les  divers  termes  de  la 
progression  ,  les  termes  en  a ,  a'...  de  cette  suite  sont  limités 
par — 3(3a),  3(3a)'  ...  qui  peuvent  devenir  aussi  petits  que 
l'on  voudra  et  dont  la  somme  algébrique  sera  aussi  nulle  , 


—  32  — 

puisqu'elle  forme  une  série  décroissante  et  alternée  de  signes  ; 
d'où  résulte  que  dans  le  cas  de  «  inûniraent  petit ,  on  trouve  : 

-  111 

(l  +  .r  =  ii+-  +  r^    ■ 


2    '    2.3    '   2.3.4  ' 

On  aurait  obtenu  une  limite  supérieure  bien  plus  rappro- 
chée du  second  membre  de  l'équation  (1)  et  de  ses  termes 
successifs,  en  remarquant  que  les  binômes  entre  parenthèses 

sont  tous  limités  par  (  ^-\-9 — a  V  S  étant  une  quantité  finie 

très-petite;  d'où  il  résulterait  que  ce  second  membre  et  cha- 
cun de  ses  termes  auraient  pour  limites  le  développement 


La  série 


+G-TG4TG-t)+- 


(2) 


serait  limitée  pour  son  ensemble  et  ses  termes  par  la  somme 
et  les  termes  de  la  progression 

Mais  cette  progression  est  une  partie  de  la  progression  dont 
le  premier  terme  et  la  raison  sont  (  -  +  ^  —  y.y,  d'où  il  ré- 
sulte que  les  termes  de  cette  dernière  servent  de  limite  à  ceux 
de  la  suite  (2),  qui  se  réduit  pour  S  InQniment  petit  à 

i_       _1 1 

2"  "^  (2.3)"  +  (2.3.4)""  '^^^^'  '" 

2'  Considérons  l'expression 

<'+"''='^^-+<f-i)+<|-^)(f-T)' 
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supposons  la  suite  prolongée  jusqu'à  un  terme  tel  que  x  soit 
plus  petit  que  m ,  la  suite  à  partir  de  m  +  1  terme  aura  pour 
expression  : 

■^\2       2/  V3        3  /   ■■■  \m  m       ) 

r       /    X         m%\       f    X         mnXl    X       (m+l)'A        ~j 
L       \m\\.     m+1/   '  V«-t-l'~"m+l/\m+2"~  m-f-2  /      '  j' 


en  au 


gmentant d'une  quantité  finie  très-petite  o    on 

m  +  1  ,       ^  r  :> 

formera  une  progression  qui  aura  pour  premier  terme  et 

X 

pour  raison 1-  ^  —  a ,  et  qui  limitera 

'^  m  +  1 

/      X  m  y.     \ 

doue  pour  a  infiniment  petit,  tous  les  termes  en  a,  j^  ... 
seront  aussi  faibles  qu'on  voudra  ;  le  produit  de  cette  suite 


par  le  polynôme  xl ")•••{ )  ^^^  nombre 

fini  de  termes,  ne  produira  que  des  termes  en  a  négligeables  ; 
comme  d'ailleurs  on  peut  négliger  cette  quantité  dans  les  m 
premiers  termes  qui  n'ont  qu'un  nombre  limité  de  facteurs, 

il  résulte  que  (l+«r=e^=1-f-^4-;^^  +  -j^4--. 

M.  Liouville  avait  déjà  démontré  rigoureusement,  dans  le 

1 

Journal  de  mathématiques,  t.  V,  p.  280,  que  (1  -\-y)^  =  e 

lorsque  a  est  infiniment  petit.  Le  procédé  qu'il  emploie  est 

aussi  simple  que  possible.  Les  considérations  précédentes,  qui 

n'exigent  que  la  formation  de  progressions  géométriques, 

peuvent  s'appliquer  à  d'autres  cas. 


Ans.  de  Mathém.  VII. 
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THÉORÈME  DE  STATIQUE. 

PAR  ^.  CATAX.AN. 


Pour  que  quatre  forces,  P,  Q,  S,  T,  situées  ou  non  situées 
dans  un  même  plan^  mais  non  appliquées  en  un  même  point, 
se  fassent  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  ■• 

1°  Que  deux  de  ces  forces ,  par  exemple  les  forces  P  et  Q, 
(fig.  4J  soient  représentées  en  grandeur  et  en  direction  par  les 
deux  côtés  opposés  AB,  CD  d'un  quadrilatère  j 

2°  Que  les  deux  autres  forces^  S  et  T,  soient  représentées  par 
des  droites  respectivement  égales  et  parallèles  aux  deux  au- 
tres côtés  AD,  BC  de  ce  quadrilatère  ,• 

3**  Que  les  directions  de  ces  deux  dernières  forces  rencontrent 
les  côtés  BC,  AD  en  des  points  E,  F,  tels  que  Von  ait     *     , 

BE_DF 
CE  ~  AF  ' 

4°  Enfin  que  les  forces  P  e/  Q  agissent  en  sens  contraires ,  et 
qu'il  en  soit  de  même  pour  les  forces  S,  T, 

Pour  démontrer  ce  théorème  ,  supposons  d'abord  qu'avec 
les  deux  droites  AB,  CD,  qui  représcnlent  en  grandeur  et 
en  direction  deux  forces  données  P,  Q,  agissant  en  sens 
conirtires,  on  construise  un  quadrilatère  ABCD.  Je  dis 
que  si,  en  un  point  quelconque  E,  du  côlé  BC,  on  applique 
une  force  S,  représentée  en  gcfindeur  et  en  direction  par  la 
droite  EH,  égale  et  parallèle  à  Al),  le»  trois  forces  P,  Q,  S 
auront  une  résultante  unique. 
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Appliquons  aux  poinis  B,  C,  deux  forces  S',  S",  parallèles 
à  S,  et  telles  que  l'on  ait 

S'  — s—     S"  — s?5. 

elles  pourront  tenir  lieu  de  Isf  force  S. 

Les  deux  forces  I*  et  S',  appliquées  en  B,  auront  une  ré-^ 
sullante  unique  R',  située  dans  le  plan  DAB,  et  dont  la  di- 
rection rencontrera  AD  en  un*  point  F,  déterminé  par  la 

A  F      S' 
proportion  vp  —  5  î  donc,  à  cause  de  AB=:P,  l'on  aura 

Ad        ir 

AF  =  S'. 

De  la  même  manière,  la  résultante  R"  des  deux  forces  Q 
et  S"  rencontre  AD  eu  un  point  F',  déterminé  par  la  relation 
DF'  =  S". 

On  conclut,  de  ces  deux  valeurs,  AF-1-DF'=S=AD  j  c'est- 
à-dire  que  les  points  F  et  F'  se  confondent,  et  que  les  forces 
R',  R"  ont  une  résultante  R,  dont  la  direction  rencontre 
AD  en  un  point  F,  qui  divise  cette  droite  AD  en  deux  par- 
ties AF,  DF,  inversement  proportionnelles  à  BE,  CE. 

Pour  obtenir  la  grandeur  et  la  direction  de  R,  il  suffit 
d'observer  que  les  forces  R',  R",  étant  repr  \^cniées  en  gran- 
deur et  en  direction  par  les  droites  FB,  FC,  leur  résultante 
R  sera  représentée  par  une  droite  égale  et  parallèle  à  BC. 
Cette  force  R,  résultante  des  forces  P,  Q,  S,  est  donc  égale 
et  directement  opposée  à  la  force  T  ;  donc  les  quatre  forces 
P,  Q,  S,  T  se  font  équilibre.  La  condition  énoncée  est  donc 
suffisante. 

Afin  de  faire  voir  que  cette  condition  est  nécessaire,  sup- 
posons qu'étant  donné  un  quadrilatère  ABCD  (fîg.  5),  dans 
lequel  les  deux  côtés  AB,  CD  représentent  en  grandeur  et 
en  direction  deux  forces  données  P,  Q,  on  applique  une 
force  S,  égale  et  parallèle  à  celle  qui  serait  représentée  par 
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AD,  mais  de  manière  que  la  direction  de  cette  force  S  ne 
rencontre  pas  le  côté  BC.  Je  disque  les  forces  P,  Q,  S  ne  pour- 
ront pas  se  réduire  à  une  force  unique. 

Menons  une  droite  GH,  qui  rencontre  en  G,  H,  E  les  di- 
rections des  forces  Q,  P,  S  :'  projetons  la  flgure  sur  le  plan 
BAD,  cl  l'aide  des  droites  parallèles  à  AD;  la  direction  de  la 
force  S  rencontre  G'H  en  un  point  E'  non  situé  sur  BC. 

Cela  posé,  si  nous  reprenons  les  décompositions  de  tout  à 
l'heure,  nous  obtiendrons  -. 

AF  =  AH.|.^,    BF  =  DG.|.S|-. 

Si  les  points  F  et  F'  se  confondaient,  on  trouverait,  en  ajou- 
tant ces  deux  valeurs  : 

G'H=^.G'E'+^.HE'. 
Mais,  R' étant  le  point  de  rencontre  de  G'H  avec  BC,  on  a  : 

GH  =  ^.G'K'  +  ^.K'H; 
retranchant  membre  à  membre,  on  obtient  : 


0  = 

AH 
P   ■ 

DG 
E'R'— —  E'K', 

ou  encore 

AH 

DG' 

AB 

~    DC'     '    , 

Or,  cette  propo^^ition  est  absurde  lantquo  les  droites  BC,  HG' 
se  coupent.  El  si  rllcs  étaient   parallèles,  on  démonjrcrail 
encore  plus  facilement  que  nous  v.c  venons  de  le  faire,  que 
les  forces  P,  Q,  S  n'ont  pas  de  résultante  unique. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

r/um1846.) 
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RÉSOLUTION  EN  NOMBRES  ENTIERS 
de  Véquation  x"  -f  y""  =  z'  +  f- 

FAR  M.  I.EBX:SGVE. 


Un  facteur  carrés  commun  à  trois  des  termes  x" ,  ^% 
z',  €  de  Téquation 

x^-\-y=z^-\-e,  [a) 

doit  disparaître  par  la  division;  cela  fait,  on  reconnaît  de 
suite  que  des  quatre  nombres  x,  jr,  z,  f,  il  y  en  a  deux  pairs, 
quand  ils  ne  sont  pas  tous  impairs  ;  on  pourra  donc  poser , 
o,  q,  r,  s  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  = 

x-\-y-\-z-\-t  =:'2p    j  1    •2x=p-^q-\-r  —  s 

X-\-X—z  —  t  =  <2q    I      „    ,      ^    2r=p-\-q  —  r-j-s 

}    (1  ou 

x—y-{-z  —  t  =  2ri  i    2z  =jy  —  q -{- r-}- s 

—  x-\-^-{-z  —  t  =z  2s    ]  I     -21  =  p  —  q — /•  —  s 

La  substitution  dans  l'équation  {a)  donne 

pq  =  rs; 

de  là  5  =  — . 
r 

Comme  s  doit  être  entier ,  si  R  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  àep  et  /•,  cl  qu'on  aitjy  =:PR,  r=  Rp,  il  en  résul- 

Va 

tera  s=^,   et  comme  P,  p  sont  premiers  entre  eux,  il  fau- 

P 
dra  poser  q  =  Qo,  d'où  5  =  PQ. 

Ainsi  on  aura,  en  substituant  pour/?,  q,  r,  s,  leurs  va- 
leurs PR,  Qp,Rp,  PQ: 
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2a  =  PR_Q)4-.o(R+Q),  2j=P(R+Q)-p(R-Q) 

2/  =  P(R-Q)  -  c(R+Q) ,  2-  =  PCR+Q)  +  pCR-Q). 

On  tire  de  là 

2(x'+j^')  =  (P+p=)  (Q^+R^. 

Pour  que  le  second  membre  soit  divisible  par  2 ,  il  faut  que 
dans  un  au  moins  des  facteurs  binômes  P'+p%  Q'-f  R%  les 
deux  termes  soient  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs.  Si 
le  binôme  P'+p'  remplit  celte  condition,  en  vertu  de 

il  viendra 

.■r'+y  =  (Q.^+R.')(Q'+R'). 

Ainsi  x' -\- y  =  z* -\- 1^  =  A  est  un  nombre  composé. 
Si  cependant  on  avait  R,  =  0,  Q,=  1 ,  ce  qui  suppose 
T?=ip=l,  on  n'aurait  plus  que 

qui  peut  être  premier  ,  mais  alors 

j:  =  R,  j^=Q,  2=R,  t=-Q; 

on  n'a  plus  réellement  qu'une  seule  décomposition  de  A  en 
deux  carrés. 

Théorème.  Tout  nombre  A  qui  peut  être  mis  de  deux  ma- 
nières ^ous  la  forme  y -}-§■"  est  nécessairement  non  pre- 
mier. 

Remarqué.  Tout  nombre  qui  ne  peut  être  mis  qu'une  seule 
fois  sous  la  forme  f  -\-g-^  est  premier.  La  démonstration  pré- 
sente plus  do  dilTicullé. 
•     Problème.  Résoudre  l'équation  j:'-\-y^=z'.   # 

On  fera  ^  =  0;  delà,  P(R— Q)  =  o(P+Q) ,  réliminaliou 
de  p  conduit  à  la  solution 


-SS- 
II suffit  d'omellre  un  fadeur  commun  aux  nombres  x,  j',  s. 

Problème.  Résoudre  x'  -f-jr'  =  2z'  ? 

Il  faut  poser  z=/,  de  là,  Rp+PQ  =  0  ;  en  éliminant  p 
et  omettant  un  facteur  commun  ,  on  trouve 

x  =  R«-2QR— Q% 
•  jK  =  R'+2QR  — Q», 
2=R«  +  Q'. 

Problème.  Résoudre  x'+y  =  2(z'4-^'). 
Comme  x  ely  doivent  ôtre  tous  deux  pairs  ou  tous  deux 
impairs ,  on  aura      •    .      . 

On  est  ramené  au  premier  problème. 
Problème.     Résoudre    l'équation     x'' -\-x^ -\- z' =  t''  ■  en 
nombres  entiers. 


DISCUSSION 
d'une  surface  du  4^'"«  degré,  donnant  une  valeur  approchée  du 


radical  {/jc^-^-y,  d'après  M.  Poncelei  (Crelle  ,   t.  XIII, 
p.  277.  1835,  en  français). 

T.  Soit  (z+1)'  i-r'+y)—  {ajc-\-0yy=O  l'équation   d'une 
surface  du  quatrième  deijré. 

1°  Faisante:  =  1  =  0,    oh  a  s  = -;  donc  l'axe  des  z  est 
^  '  0 

sur  la  surface; 

2°  Tout  plan  parallèle  au  plan  xj  rencontre  la  surface 

Suivant  deux  droites,  qui  se  coupent  sur  l'axe  des  z  ;  donc 

la  surface  est  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  suivant 
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une  certaine  loi  le  long  de  l'axe  des  z,  parallèlement  au 
plan  jrr  ; 


3"  On  a  ^  = —^rrr^n — -^  =  *»"«?• 

a:  (z+l)  —0  . 

Ainsi ,  à  une  même  valeur  de  :;  répondent  deux  valeurs 
de  V,  qui  donnent  deux  droites  conjuguées.  Les  deux  se  ré- 
unissent en  une  seule,  lorsque  z  =  —  1  ;  alors  tang  y  =  —  -  ; 

b 

et  lorsque  z=—i±[/a''-\-b\  alors  tango' =  -;  prises  positi- 
vement,ces  deux  dernières  valeurs  derz  sont  des  maximums  ; 

4°  On  a  z= — i±i{acoso-\-bs\n(f)  ;    lorsque   f^i=0, 

z'=  —  1  zta;  si  l'on  veut  que  z  et  z'  soient  conjugués,  l'on 

doit  poser 

,,  ,   6       1 — coso  1 

acosq>4-  osmc?=^  ,  d  ou  -  = =cot  -  0 

.  rt  sino  2 

ainsi  tang  (j>'-<  tang  y;  <?'<;  ; 

5°  a  et  b  diminuant,  z'  elz'  augmentent  négativement,  et 

par  conséquent  diminuent  étant  pris  positivement  ,  la  plus 

grande  diniinulion  ayant  lieu  lorsque  ces  valeurs  atteignent 

le  maximum  Z  ;  on  doit  donc  poser 


1  —  a=i  —  a cos  <^  —  Z?  sin  çp  =  —  1  -(-  \/a-\-b''  ; 

on  déduit 

^  ■    ^  .1 

âsin-ç  2  cos - 

a  = -;       £;  = 


.     1  ■   '  1       ' 

l-l-sin  -o  1+siii  -  9 

faisant  (fr-t-|=  2^.  "l  vient 

î  1  1 

a^=.\ — taiig' -4';    ^=  2  tang  -  <]>  ;  1— ût=tang' - '{'. 
4  4  4 
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Applications  numériques. 

6°  Soit  à  extraire  la  racine  carrée  de  ^'-)-^^  î  supposons 
qu'elle    soit   égale     à    ax  -\-  bj-  ;     l'erreur     totale     sera 

ax-\-bj — vj^^-^y,  et  l'erreur  re/afive  est     "^  — l=z; 

on  cherche  les  valeurs  de  a  et  b,  qui  donnent  à  z  une  va- 
leur minimum  dans  l'intervalle  de  o  à  o  ;  faisant  par  exemple 
<p=l',  on  obtient  ^=6=0,8284;  1 — ^=0,1716  ;  on  a  donc, 

à  moins  d'un  0,1716  ou  -  près,  Vjc^-\-y  =0,83  (x+jr) , 

et  jr  et  ^  étant  quelconques,  faisant  successivement 
larngç)=iO,  1,  2,  3,  4 10, 


yn  obtient  pour  le  radical  \/-v^-{-y,   d'une  manière  ap- 
prochée. . 

1 

0  —  0,8284  {Jc~\-j)  à  -  près  x  et  y  quelconques. 

6 

•  * 

Erreurs. 

1 

1  —  0,96046x  +  0,39783r :r- ^>     y 

1 

2  —  0,98592x  +  0,23270j' j:>  2r 

1 

3  -2^,99350jc  -f  0,16I23jr —     —  •r>  3jk 

4  —  0,99625:c  +  0,12260r L  _  ^->  Hy 

200   •   ^,  -^ 

5  —  0,99757:fc-  +  0,09878j  —  ■ —   —  jc>  5>' 

6  ~  0,99826x  -f-  0,0826lj î—  —  a->  6/ 

5o9 

7  —  0,99875^  +  0,07098r  -  §5^  —  •^>  "^^ 
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• 
1 

8  —  0,99905jc  +  0,06220k  —    —  jc>  Sy 

-r     ^  j         1049  ^    -^ 

1 

9  —  0,99930^^  +  0,05535^  —    ~ a:>  9^ 

10  —  0,99935j:  +  0,04984jk ^ x>10jk 

Ce  tableau,  que  nous  avons  copié  dans  le  mémoire  de 
M.  Poncelel,  est  extrêmement  utile  dans  la  pratique. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Leçons  de  géométrie  analytique  ,    précédées  des  éléments  de.-, 
la  trigonométrie  rectiligne  etspherique,  farp.l  ciroude,* 
professeur  de  mathématiques  au  collège  royal  de  Henri  //^, 
2«  édilion,  1848,  in-8%  IIK  540,  9  pi.  (L.  Hachette  et  C'e). 

La  première  édrtion  de  cet  ouvrage  de  M.  Ciroddc  est  con- 
nue do  la  majorilé  de  nos  lecteurs.  Il  n'y  aurait  donc  aucun 
intérêt  à  rendre  compte  de  cette  seconde,  si  des  modifiialions 
nombreuses  n'avaient  élé  apportées  par  l'auteur  dans  r()rdre 
des  malières,  et  s'il  n'avait  élé  fait  dans  certaines  parties  des 
changements  utiles. 

Dans  ]'averiis<ement  placé  eii  léle  de  cette  sc^fcle  édi- 
tion, M.  Cirodde  explique  pour  quelles  raisons  il  a  modifié 
son  premier  plan.  Ces  raisons  sont  bonnes  à  enregistrer  pour 
servi/*à  l'histoire  dos  examens  d'admission  à  l'école  Poly- 
technique. Les  réflexions  que  font  naître  de  semblables  faits 
nous  entraîneraient  bien  loin  ,  et  nous  dimanderons  bientôt 
aux  habiles  rédaelours  des  Nouvelles  Annales  de  mathéma- 
tiques la  permis-sion  de  développer  quelques  considérations 
à  ce  sujet» 
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M.  Cirodde  s'exprime  ainsi  : 

«  A  l'époque  où  je  publiai  la  première  édition  de  mes 
»  leçons  de  géométrie  analytique ,  les  questions  de  l'examen 
»  pour  l'admission  à  l'école  Polytechnique  avaient  pris  une 
»  extension  démesurée.  Ainsi  on  interrogeait  les  candidats 
»  non-seulement  sur  les  méthodes  des  tangentes,  des  asymp- 
»  totes,  des  centres  et  des  diamètres ,  mais  encore  sur  la  dé- 
»  termina(ion  des  points  maximum  et  minimum,  des  points 
)>  d'inflexion,  sur  la  discussion  des  courbes  d'ordre  quelconque, 
»  sur  leur  similitude,  etc.,  etc.  Celait  donc  la  géométrie  gé- 
5»  nérale  que  les  professeurs  avaient  à  enseigner  à  leurs 
»  élèves;  de  sorte  que  l'étude  des  propriétés  des  courbes  du 
»  second  ordre  devait  se  déduire,  comme  simple  application 
»  des  théories  dont  nous  venons  de  parler.  Tel  était  l'ordre 
5)  tracé  par  les  exigences  des  examens ,  et  que  j'avais  dû 
i>  suivre ,  d'abord  dans  mes  cours  pendant  les  années  sco- 
»  laires  1838,  1839,  1840,  1841,  1842, 1843,  et  ensuite  dans 
»  la  rédaction  de  mon  livre. 

»  Depuis  lors  le  cercle  de  l'examen  a  été  rétréci,  ou  plutôt 
»  est  rentré  dans  ses  premières  limites.  En  conséquence, 
»  -sans  vouloir  supprimer  aucune  des  théories  qui  font  de  mon 
»  livre  un  traité  complet  de  géométrie  analytique,  j'ai  cru  de- 
»  voir  modifier  dans  cette  seconde  édition  le  plan  que  j'avais 
»  suivi  dans  la  première.  » 

Cette  seconde  édition  nous  semble  offrir  de  nombreux 
avantages  sur  la  précédente  pour  h'S  élèvrs  qui  commencent 
à  étudier  la  géométrie  analytique,  précisément  à  cause  de 
l'ordre  qui  est  suivi  maintenant  par  M  Cirodde. 

Ainsi  les  difïicullés  sont  graduées  ,  le  siyle  est  clair;  quel- 
ques aperçus  historiques  donnent  de  l'intérêt  au  discours, 
et  surtout  une  grande  quantité  d'exercices  utiles  sont  offerts 
au  lec  eur.  Cependant  une  remarque  à  ce  sujet  sera  faite  à  la 
fin  de  cet  article. 
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Ce  traité  est  d'ailleurs  complet,  en  ce  que  rien  de  ce  qui 
est  demandé  aux  candidats  n'est  omis.  Nous  citerons  la  théo- 
rie de  la  ligne  droite,  la  théorie  des  transversales ,  et  toutes 
les  monographies  des  courbes  du  second  ordre  ;  les  théories 
des  tangentes,  des  asymptotes  sont  présentées  avec  tous  les 
développements  désirables  et  toute  la  concision  nécessaire 
dans  un  ouvrage  didactique. 

Sous  ce  rapport,  nous  félicitons  l'auteur  sur  les  change- 
ments que  présente  cette  nouvelle  édition. 

Nous  croyons  néanmoins  qu'il  y  aura  encore  quelques  cou- 
pures à  faire  dans  la  prochaine  édition.  —  Autant  que  nous 
pouvons  le  voir  par  ses  ouvrages,  M.  Cirodde  n'aime  pas  les 
notes,  appendices,  additions  rejetées  à  la  fin  d'un  volume; 
cela  nous  semble  cependant  indispensable  ^  surtout  dans  un 
ouvrage  destiné  à  être  mis  entre  les  mains  des  élèvles. 

Nous  offrirons  un  modèle  à  M.  Cirodde,  qui  ne  le  trou- 
vera point  mauvais.  —  Nous  pensons  qu'il  peut  faire  pour 
toutes  ses  publications  ce  qu'il  a  fait  lui-même  pour  son 
arithmétique:  une  exposition  rapide,  concise,  et  pourtant 
complète,  de  ce  qui  est  théorie  ;  puis  les  applications  de  toutes 
ces  théories  à  part,  enfin  des  additions  sur  ce  qui  peut  être 
utile,  sans  être  indispensable.  Que  M.  Cirodde  s'imite  lui-' 
même  à  une  prochaine  édition. 

Ainsi ,  un  grand  nombre  de  propriétés  des  trois  courbes  du 
second  ordre  auraient  pu  être  conservées,  mais  rojetées  en 
note  à  la  fin  du  volume.  Nous  savons  bien  que  les  élèves  de- 
mandent ces  développements ,  mais  il  est  bon  de  ne  pas  cé- 
der à  ces  entraînements.  La  géométrie  analytique  est  une 
science  furt  simple  dans  ses  principes  ;  c'est  là  ce  que  les 
élèves  doivent  comprendre  à  une  première  lecture. 

Tels  qu'ils  sont,  tous  les  ouvrages  de  M.  Cirodde  sont 
indispensables  aux  professeurs  et  aux  élèves;  mais  nous  pen- 
sons que  M.  Cirodde  peut  les  améliorer  encore  ;  c'est  ainsi 
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que  ses  ouvrages,  qui,  à  l'exception  de  la  statique,  forment 
un  cours  complet  de  mathématiques  supérieures  (pour  par- 
ler suivant  les  dernières  ordonnances  ministérielles) ,  c'est 
ainsi ,  disons-nous  que  ses  ouvrages  auront  le  succès  de  son 
arithmétique ,  parvenue  à  la  huitième  édition  ,  et  qui  est 
entre  les  mains  de  tous  les  candidats,  A.  Bl. 


QUESTIOJVS. 


175.  La  courbe,  lieu  géométrique  des  sommets  de  toutes 
les  paraboles  tangentes  à  un  cercle  donné,  et  ayant  pour 
foyer  commun  un  point  fixe  sur  la  circonférence  du  même 
cercle,  a  pour  équation  entre  les  coordonnées  polaires 

r3  =  a^  cos  -. 
o 

(Strebor.) 

176.  Étant  donnée  la  base  d'un  triangle  curviligne^  formé 
par  trois  arcs  d'hyperboles  équilatéres,  ayant  le  même 
centre,  le  lieu  du  sommet,  lorsque  l'angle  fait  parles  deux 
côtés  est  constant,  sera  une  ellipse  de  Cassini.    (Strebor). 

177.  Donner  une  discussion  complète  du  lieu  géométrique 
d'un  point  tel ,  que  si  de  là  l'on  mène  les  tangentes  à  deux 
cercles  égaux  donnés ,  leur  rectangle  suit  constant.  (Ce  lieu 
comprend,  comme  cas  particuliers,  l'ellipse  de  Cassini, 
ainsi  que  les  courbes ,  lieux  géométriques  des  projections 
orthogonales  du  centre  d'une  section  conique  sur  ses  tan- 
gentes.) (Strebor.) 
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NOTE 


sur  Vextraction  de  la  racine  carrée  ou  cubique  à  moins  d'une 
demi-unité  près,  et  sur  le  degré  d'approximation  avec  le- 
quel il  faut  calculer  les  nombres  incommensurables  dont  on 
veut  extraire  la  racine  carrée  ou  cubique,  pour  que  l'erreur 
du  résultat  resle  au-dessous  d'une  limite  donnée. 

PAR  M.  VERHUX.ST, 

Professeur  à  Bruxelles. 


Soit  N  un  nombre  donné,  commensurable  ou  non;  a,  le 
plus  grand  nombre  entier  dont  le  carré  soit  contenu  dans  N; 
R  =  N  —  «'le  reste  de  l'extraction  de  la  racine  a.  Si  cette 
racine  est  approchée  à  moins  d'une  demi-unité  près ,  on  doit 
avoir 

N<(«4-^y,   d'oùR<«-hl; 

condition  que  l'on  peut  vérifier  à  la  simple  inspection  de  a, 
et  que  M.  Bourdon  a  déjà  mentionné  dans  la  note  qui  ter- 
mine son  Traite  d'arithmétique. 

Il  existe  une  condition  analogue  pour  la  racine  cubique. 
Elle  est  moins  sim{)le,  à  la  vérité;  mais  comme  l'extraction 
de  celle  racine  est  une  opération  assez  laborieuse,  il  ne  faut 
pas  dédaigner  les  moyens  de  l'abréger. 

Soit  N,  R  et  a  des  nombres  analogues  aux  précédents,  la 
condition  dont  il  s'agit  sera 

_,    ^  3a'    ,    3        ,1 
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Sur  quoi  nous  ferons  observer  que  par  le  procédé  pour 
l'exlraclion  de  la  racine  cubique  rapporté  dans  notre  Leçon 
d'arithmétique  ,  la  quantité  dà'  s'obtient  par  une  simple  ad- 
dition de  trois  nombres,  dont  deux  se  trouvent  déjà  écrits 
et  dont  le  troisième  n'a  que  deux  chiffres. 

L'inégalité  (1)  sera  satisfaite  à  fortiori,  si  l'on  a 

alors  la  racine  a  sera  approchée  à  moins  d'une  demi-unité 
près.  Dans  le  cas  contraire,  on  aura 

-^2  4  8 

ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

1  3^^  1 

'^  +  *''>T+''+8 '^' 

Cette  inégalité  sera  satisfaite  à  fortiori  si  l'on  a  la  suivante 

3a' 
R>-^  4-^  +  0.125, 

très-facile  à  v<érifîer  et  qui  fera  généralement  connaître  s'il 
faut  ajouter  une  demi-unité  à  la  racine  a.  Ce  n'est  que  danS 
des  cas  bien  rares  qu'il  faudra  recourir  à  l'inégalité  (2),  au 
moyen  de  laquelle  toute  incertitude  doit  disparaître. 

Nous  croyons  devoir  ajouter  que  le  problème  que  nous 
venons  de  résoudre  a  pour  but  principal  de  faciliter  la  solu- 
tion de  deux  autres  très-importants  dans  la  théorie  des  ap- 
proximations numériques.  Voici  l'énoncé  du  premier  : 

Soit  X  un  nombre  incommensurable ,  ai  sa  valeur  approchée 

1 

à  moins  de  e  près ,  -  l'approximation  avec  laquelle  on  a  ex- 

trait  la  racine  carrée  ou  cubique  de  a  j  assigner  la  limite  de 
l'erreur  que  comporte  le  résultat. 
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Nous  prendrons  pour  point  de  départ  la  formule  générale 

et  nous  traiterons  d'abord  le  cas  où  m  =  2  ;  elle  donne  alors 

e 


\/a  +  e<V/a-h 


2\/« 


t 

Soit  r  la  racine  de  a  approchée  à  moins  de  -  près ,  on  a 

et^  par  conséquent, 

V/;Hr;<r+   -  +  -^,    \/'^e-r<  -  +  -^, 

et,  à  plus  forte  raison  ,  pour  un  nombre  incommensurable 
j:  compris  entre  a  et  <2-{-*^ 

\/^-r<  -  +  -^. 

Ainsi,  la  différence  entre  la  racine  vrjiie  et  la  racine  cal- 

1            e 
*    culée  sera  moindre  que  -  -{-  -,  expression  dans  la- 

quelle  on  pourra  remplacer  \/  a  par  r  ou  par  toute  autre  li- 

1 
mite  inférieure.  Nous  désignerons  en  général  par  -  la  diffe- 

rence  dont  on  vient  de  parler.  D'après  ce  qui  précède,  on 
a  ,  dans  le  cas  de  la  racine  carrée , 

\         \  e 

T  <  -  H (3 

et  l'on  trouve  de  la  môme  manière  quand  il  s'agit  de  la 
racine  cubique 

1  <  -  +  -^. 

Le  second  problème  est  l'inverse  du  précédent.  Il  a  pour 
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énoncé  :  Avec  quelle  approximation  faut-il  calculer  le  nombre 

incommensurable  x ,  pour  qu'en  extrayant  à  moins  de  -  près 

7 

la  racine  carrée  ou  cubique  de  sa  valeur  approchée  a ,  l'er- 

1 

reur  ne  surpasse  pas  - . 

0 

Commençons  par  le  cas  de  la  racine  carrée.  On  remar- 
quera qu'en  vertu  de  l'inégalilé  (3),  plus  e  est  petit,  plus 

1  1 

-  doit  l'être  :  par  conséquent,  si  l'on  remplace  e  par  e',  - 

1  1  î 

par  -, ,  et  qu'on  prenne  e'  <;  e ,  -  sera  moindre  que  -.  D'où 

il  suit  que ,  si  le  nombre  incommensurable  x  est  compris 
entre  a  et  a-{-e',  l'erreur  du  résultat  tombera  au-dessous  de 

-.  Or,  pour  déterminer  cette  limite  e',  il  suffira  de  poser 

l'équation 

1      1         «' 


}      7        2^2 
d'où  l'on  tire  : 

et  pour  la  racine  cubique  : 

Dans  la  plupart  des  applications ,  l'erreur  totale  -  est  de 

0 

1 

la  forme  — ^ ,  et  le  nombre  jô  est  supérieur  à  l'unité.  Il  est , 

1       1      1 
avanlageux  pour  lors  de  prendre  -  =  -  .  — ;j ,  car  les  for- 
mules (4)  et  (5)  donnent  toutes  —  pour  limite  de  e ,  quand 

A.N.N.    DE   MaTHÉM      Vil.  4 
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on  y  substitue  aux  quantités  X^'â  et  -V^«'  leur  limite  in- 
férieure ,  l'unité.  De  là  ce  théorème  : 

Pour  obtenir  la  racine  carrée  ou  cubique  d'un  nombre  in- 
commensurable ,  supérieur  à  Vunité ,  à  moins  d'une  unité  dé- 
cimale de  Vordre  n ,  il  suffit  de  calculer  ce  nombre  avec  la 
même  approximation ,  et  d'opérer  l'extraction  de  racine  à 
moins  d'une  demi-unité  de  cet  ordre. 

L'extraction  de  racine  des  nombres  incommensurables  n'a 
pas  été  omise  par  M.  Guilmin ,  dans  l'exeeliente  iVo^e  sur  les 
approximations  numériques,  qu'il  a  publiée  dans  ces  an- 
nales {t.  I,p-  24-9),  et  qu'il  a  reproduite  depuis,  avec  quel- 
ques changemenls ,  dans  son  Cours  d'Arithmétique.  Mais  il 
s'est  contenté  d'en  référer  aux  règles  connues ,  et  ces  règles 
ont  l'inconvénient  d'exiger  le  calcul  des  nombres  incom- 
mensurables avec  une  précision  beaucoup  plus  grande  qu'il 
ne  faut ,  et  d'interdire  par  là  l'usage  des  tables  de  logarithmes. 

Proposons-nous ,  par  exemple ,  de  calculer,  à  moins  d'un 
demi-millième  prés,  la  quantité 

la  théorie  ordinaire  enseigne  qu'il  faut  chercher  la  racine 
cubique  de  2  avec  huit  décimales,  y  ajouter  1 ,  puis  extraire 
avec  quatre  décimales  la  racine  carrée  delà  somme.  D'après 
le  théorème  précédent,  il  suffit  de  calculer  la  racine  cubique 
de  2  à  moins  d'un  dix-millième  près  ,  et  d'extraire  la  racine 

carrée  de  1  -j-  ^'2,  à  moins  de  0.00005.  Par  conséquent , 
ces  deux  opérations  pourront  s'effectuer  très- facilement  par 
les  logarithmes. 
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NOTE 


sur  la  surface  du  triangle  sphérique  et  sur  l'ellipse  sphèrique. 

i  Fin,  voir  page  J4.) 
PAR,  Xa.  VAKTIffSOlff,  professeur  (Versailles). 


V.  Revenons  au  Ihéorème  qui  nous  a  servi  de  point  de 
départ,  savoir  :  Le  sinus  de  la  moitié  de  la  surface  d'un  tri- 
angle égale  le  sinus  de  l'arc  qui  joint  les  milieux  de  deux 
côtés  multiplié  par  le  sinus  d'un  arc  mené  perpendiculaire- 
ment au  milieu  du  troisième  jusqu'à  la  rencontre  de  celui  qui 
joint  les  deux  milieux.  Ce  Ihéorème  est  démontré  dans  les 
Annales  par  un  calcul  fort  simple  \  on  peut  aussi  l'établir 
géométriquement.  Soit  ABC  {fig.  G)  le  triangle  donné,  A'B'C 
son  triangle  polaire  ,  m  et  n  les  milieux  de  deux  côtés.  Il  est 
aisé  de  voir  que  le  cercle  dont  m  est  le  pôle  divise  l'angle 
B'C'A"  en  deux  parties  égales  ;  et  de  même  celui  dont  n  est 
le  pôle  divise  l'angle  C'B'A"  en  deux  parties  égales.  Le  point 
O  où  ces  deux  cercles  se  coupent  est  donc  le  centre  du  cercle 
inscrit  au  triangle  B'C'A"  ;  soit  m' le  point  de  tangencc  ;  on 
aura  : 

^„    ,      A"C'-hA"B'— B'C      A  +  B-fC  — TU       ,1 
Mm'  = ■ — = =  le  -  excès. 

D'ailleurs ,  les  deux  triangles  mBB,  C'OA"  sont  polaires  l'un 
de  l'autre,  et  d'après  Içur  position  ,  l'angle  11  =  A"0;  enfin 
l'angle  A"Om' est  supplément  de  B'OC,  qui  lui-même  est  sup- 
plément de  mn.  Donc  l'angle  A."Om'=  mn  ;  or  le  triangle  rec- 
tangle A"Oni'  donne  sin  A."m'  ou 

g 
sin -=  sin  A'O  .  sin  A"Ofn'  =  sinm/i .  sin R. 
2 

G.  Q.  F.  D. 
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Remarque.  Si  on  prolonge  l'arc  A"0,  le  segment/?^,  inter- 
cepté entre  les  cercles  Rm  et  RB  sera  perpendiculaire  sur  le 
milieu  de  BC,  et  égalera  A"0.  Enfin,  si  on  joint  le  point  B 
au  point  S ,  la  surface  du  triangle  donné  aura  pour  mesure 
le  double  de  l'angle  SB^ ,  en  d'autres  termes ,  elle  sera  double 
du  triangle  birectangle  SBR. 

VI.  De  ce  qui  précède  on  peut  conclure  la  solution  du 
problème  :  Transformer  un  quadrilatère  qui  a  deux  côtés 
perpendiculaires  au  troisième  en  un  triangle  équivalent  ayant 
un  angle  commun  avec  le  quadrilatère.  Soit  abcd  (fig.  7) 
le  quadrilatère,  betc  ses  deux  angles  droits,  o  l'intersection 
de  ab  avec  cd;  à  partir  du  point  m,  milieu  de  od,  prenez 

rnp  =  -.  Joignez  pb  ;  soit  q  la  rencontre  de  cet  arc  avec  ad 

prolongé  ;  joignez  oq ,  le  triangle  aqo  satisfera  à  la  question. 
EnelTet,  prenez  qS  =  qd,  tirez  So  et  prolongez  l'arc /?6  jus- 
qu'à la  rencontre  en  n  avec  So.  On  sait  {Annules,  art.  cité) 
que  n  sera  le  milieu  de  So.  Donc ,  d'après  ce  qui  précède,  le 
triansle  boc  est  la  moitié  du  triangle  So^  ou  =qod:  mais 
aod  est  une  partie  commune  aux  deux  surfaces.  Donc  le  tri- 
angle qoa  est  équivalent  au  quadrilatère  abdc. 

Lemme.  Étant  donné  un  angle  A  sur  une  sphère  et  un  point 
0 ,  mener  un  arc  OCD ,  tel  qu'on  ait  OC  =  CD  =  arc  inter- 
cepté dans  l'angle.  La  solution  résulte  immédiatement  du 
théorème  14*  de  l'article  ci-dessus  indiqué. 

VIL  Problème.  Avec  un  côté  donné,  l'angle  adjacent  et  la 
surface,  construire  un  triangle. 

Soit  AB  {fig.  8)  la  base  donnée  ,*  BAC  l'angle  adjacent. 
Supposons  que  la  surface  soit  représentée  par  le  double  du 
triangle  birectangle  AKII.  Le;  problème  revient  à  mener  par 
B  un  arc  BDI,  tel  qu'on  ait  BD  =  D1.  Pour  cola,  il  n'y  a 
qu'à  pi  cndrc  KO  =  HK  et  à  mener  par  O  un  petit  cercle  pa- 
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rallèle  au  cercle  AB  ;  l'inlersection  de  ce  petit  cercle  avec  AC 
sera  le  sommet  du  triangle  demandé.  Si  l'angle  A  variait ,  la 
construction  serait  la  même  ;  donc  le  lieu  des  sommets  des 
triangles  de  même  aire  et  de  même  base  est  un  petit  cercle 
parallèle  à  la  base.  On  peut  encore  prendre,  à  partir  du 

point  n  milieu  de  AB ,  /iR  =  -  ;  tirez  l'arc  RK,  son  inter- 
section avec  AG  donnera  le  point  I. 

VIII.  Si  dans  la  figure  6 ,  on  suppose  que  l'angle  A  de- 
meure constant ,  ainsi  que  la  surface  du  triangle  ,  dans  le 
triangle  polaire  B'C'A",  la  base  B'C,  qui  est  le  supplé- 
ment de  A,  sera  de  longueur  et  de  position  constante,  ainsi 
que  la  somme  des  côtés  B'A''-[- A"C'5  on  voit  donc  que  le 
lieu  du  point  A"  sera  une  ellipse  sphérique  ayant  pour  foyers 
les  points  B',  C,  et  pour  grand  axe  la  somme  constante  B-f-C  ; 
la  droite  k!'p  divisant  en  deux  parties  égales  l'angle  des  rayons 
vecteurs  A"B',  ATj'  sira  normale  à  cette  ellipse ,  et  p  sera  le 
pôle  d'un  arc  tangent  mené  à  cette  courbe  par  le  point  A"  ; 
or  il  est  facile  de  démontrer  que  le  lieu  des  pôles  des  arcs  tan- 
gents à  une  ellipse  sphérique  est  une  seconde  ellipse  concen- 
trique à  la  première ,  et  dont  les  arcs  tangents  sont  perpen- 
diculaires aux  ares  normaux  de  la  première  ;  ainsi  la  base  BG, 
dans  toutes  ses  positions,  sera  tangente  à  cette  seconde 
courbe.  De  là  résulte  ce  théorème  : 

Si  dans  un  angle  donné  on  mène  une  infinité  d'arcs  déter- 
minant avec  les  côtés  de  Tangle  des  triangles  de  même  sur- 
face ,  la  courbe  enveloppe  de  tous  ces  arcs  sera  une  ellipse 
sphérique ,  dont  les  éléments  se  détermineront  de  la  manière 
suivante  {fiq.  9)  : 

Soit  BAC  l'angle  donné  ;  du  sommet  A  comme  pôle , 
décrivez  un  arc  de  grand  cercle  mo  ;  à  partir  du  point  7-», 

milieu  do  mo ,  prenez  pÇl  =/?B'=  — - —  ;  B'  et  G'  seront  les 
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foyers  de  la  première  ellipse  dont  nous  avons  parlé  ;  des 

points  B',  C,  comme  pôles,  décrivez,  avec  une  distance 

B'C'-I-  S 
polaire  égale  à —  (  S  désigne  la  surface  donnée) ,  deux 

arcs  de  cercles  qui  se  couperont  en  A";  par  les  points  A",B', 
Â",C'  menez  deux  arcs  de  grand  cercle  ,  qui  se  couperont  en 
un  autre  point  A'  ;  puis  de  A'  comme  pôle,  tracez  l'arc  BC  ; 
ABC  aura  la  surface  donnée.  En  effet,  cette  surface  a  pour 
mesure  A4-B  +  C  +  7:  =  B'A"+  C'A"—  B'C'=  S  ;  joignez 
A"  au  point  p,  et  prolongez  l'arc  obtenu  jusqu'en  L ,  où  il 
rencontre  HC  ;  prônez  p\J  =pL,  puis  pq  =pq'  =  le  com- 
plément de  C'A".  Les  quatre  points  L,L',  q,  q'  seront  les 
quatre  sommets  de  l'ellipse  cherchée  ("). 

Il  est  facile  de  calculer  les  deux  axes  de  cette  ellipse.  En 

effet ,  C'A"  =  -  —  ^  — - —  \  ;  donc/79'  que  nous  appellerons 

^ S 

b  =  — - —  ;  d'ailleurs ,  dans  le  triangle  /jA'C  on  a  : 

tang/7  A'  =  tang  C'A'' .  cos  —  =  cot  ( ]  cos  —  ; 

donc 

,  tang(i^) 


tang»L  ou  tang  a  = = 

^^  "  /A-S\        A  A         ' 

cot  '■ —  cos—  cos  — 

\      2      /        2  2 

si  maintenant  on  projette  un  point  de  la  courbe  sur  les  deux 
axes  rectangulaires/? A"  et/>C',  qu'on  appelle  x  le  segment/7x 
et^  le  segment />^,  l'équation  de  la  courbe  sera  : 

tanffV   ,    tane'x 
laiig'^       tang'a 


("Celte  proposition  est  énoncée  sans  démonstration  dans  un  mémoire  de 
M.  Ctiasies ,  imprimé  dans  le  journal  de  M.  Liouvillc  (t.  Il ,  p.  i02,  1837). 

("j  Pour  ne  pas  donner  trop  d'étendue  à  cette  note  ,  nous  avons  regardé 
comme  connue  l'équation  de  l'ellipse  sphérique.  Nous  nous  proposons  de  re- 
venir sur  ce  sujet  dans  un  autre  article. 
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Si  on  remplace  tang a  et  tangi  par  leurs  valeurs,  réquatioo 
du  lieu  demandé  sera  : 

«/A.  — S\    ,  ,         .A  — S      ,A 

tangy  .  cot  (  — - —  j  +  tang^r  cot  — - —  cos  ^  =  1  » 

ou  plus  simplement  : 

^  ^ g 

tangy  -f-  tang'jc  .  cos'  —  =  tang' 


2  ^2 

ÏX.  Si  on  donnait  sur  une  sphère  un  point  et  un  angle,  et 
qu'on  demandât  de  mener  par  ce  point  un  arc  qui  fasse  avec 
les  côtés  do  l'angle  un  triangle  de  surface  connue,  le  problème 
se  ramènerait,  d'après  ce  qui  précède,  à  conduire  par  un 
point  donné  un  arc  tangent  à  une  ellipse  tracée  sur  une  sphère, 
question  qui  se  résout  par  une  construction  toute  semblable  à 
celle  du  problème  analogue  sur  un  plan. 

X.  Nous  avons;  dans  le  théorème  précédent,  énoncé  cette 
proposition  :  Le  lieu  des  pôles  des  arcs  tangents  à  une  ellipse 
sphérique  est  une  autre  ellipse  sphériquc  dont  les  axes  ont  la 
même  direction  que  ceux  de  la  première  ;  et  pour  longueurs 
les  suppléments  des  axes  de  la  première.Pour  y  parvenir,  nous 
commencerons  par  chercher  l'équalion  d'un  grand  cercle  sur 
une  sphère,  connaissant  son  pôle  {fig.  10).  Soito  le  pôle  d'un 
cercle  quelconque,  p  sa  distance  polaire,  A  l'origine  ;  projetons 
le  point  o  sur  les  deux  axes  AX,  AY.  Soit  AP=:.r',AQ=^'  ; 
m  un  point  quelconque  du  cprcle,  que  nous  projetons  en/» 
et  en  y.  Joignons  om  ^  dans  le  triangle  omT,  nous  avons  : 

cos  p  =  sin  oP  .  sin  mp  -f-  cos  oP  cos  mp  .  cos  Pp. 

Si  p  =  -  ,  celte  équation  devient  : 

tangoP  .  tang  mp  -f-  cos  {x  —  jr')  =  0  ; 

mais  dans  le  triangle  oPS , 

tang  oP  =  sin  PS .  tang  AQ=  cos  x'.  tangr'. 
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De  mémo ,  tangmp  =  cos  jt  tang^  ;  donc  l'équation  deman- 
dée sera  : 

tangjK  tangy  -{-  taugj:  langx'  =  —  1. 

L'équation  de  l'ellipse  étant,  comme  nous  l'avons  rappelé 
ci-dessus  : 


flangyy      /tang^\2_  ^ 
\tang/V        \tang«/  ~"     ' 


et  ne  différant  de  celle  de  l'ellipse  plane  qu'en  ce  que  les 
quantités  a:,  y^  etc.  sont  remplacées  par  leurs  tangentes .  il 
est  facile  de  démontrer  qu'il  en  sera  de  même  pour  l'équa- 
tion d'un  grand  cercle  tangent  à  la  courbe.  Ce  sera  : 

tang^û  tang^  tang^r'-f-  \AVi%b  tango:  tangx"=tang'ûtang'6, 

jr",  y  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact ,  pour  expri- 
mer que  cette  équation  est  identique  à  celle  du  grand  cercle 
ci-dessus  trouvée,  cherchons  pour  chacun  des  deux  cercles 
l'intersection  avec  les  axes,  et  égalons  les  résultats,  nous 
aurons  : 

tang'a  1  tarig'6  1 

»     —  et         ^ 


tangj:"  tangj?'  tangj"  tang^  ' 

d'où 

tang X*  =  —  tang'rt . tang  r'  ft  tangj"  =  —  tang^i .  tangy. 

Portant  ces  valeurs  de  tang,^  ",  etc.  dans  l'équation  de  l'el- 
lipse, nous  aurons: 

tangy   ,  tang'x  _  ^ 

COt'6       '      COl'rt 

Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

XI.  On  peut  se  proposer  la  question  générale  de  trouver, 
étant  donnée  uno  courbe  quelconque  sur  une  sphère  ,  le  lieu 
des  pôles  des  cercles  langents  menés  aux  points  de  cette 
courbe.  Pour  cela,  par  deux  points  de  la  courbe  (a^',  y.  xV) 
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faisons  passer  un  cercle ,  et  désignons  par  a,j3  les  coordon- 
nées du  pôle  de  ce  cercle  ;  son  équation  sera  : 

tang^  tang  p  -}-  tango:  tanga  =  —  l  ; 

comme  le  cercle  doit  passer  par  les  deux  points  donnés,  on 

aura  : 

tangy  tang  jB  -f-  tang  .r'  tang  a  =  —  1 , 
tangy  tang p+ tang  x"  tanga  =  —  1. 

Retranchant  ces  deux  équations   membre  à  membre,  on 
trouve  : 

(tangy—  tangy')  tangp  +  (tangx'-  tang.r")  tangz  =  0, 
ou 

sin(>''— y')tangPcosj:'cosj:"-|-sin(j:'— x")tangî(cosycosy'=0, 
on 

sin(  y' y") 

.      , ?7rtaugP  cosx  cosa:"-[-  tanga  cosj)'-' cos;-"  =  0. 

Si  les  deux  points  se  réunissent  en  un  seul ,   le  rapport 

sin(y— y')       ,  ,.    . 

.   ,  , ;;-  tendra  vers  une  limite  que  nous  représenterons 

sm  [x' — X  ) 

.       dy 

par  la  notation  ordmaire  -r—^ ,  et  nous  aurons  : 

-7—,  tangp  cos''x'-|-  tanga  cosjk'  =  0. 

Nous  avons  aussi  la  relation  exprimant  que  le  cercle  proposé 
passe  par  le  point  x'f , 

tang  ^  (tangy  —  tang  j-')  +  tang  a  (tang  x  —  tang  jc')  =  0. 

tan  "^3 
Eliminant  — ^  ,  on  a  enfin  pour  équation  du  cercle  tangent 
tanga  I-  T  ^        o 

en  un  point  x'f  d'une  courbe  quelconque  sur  la  sphère  • 

tang7 — tangy dy'    cos'a' 

\'A.\x%x —  langx       dx'  '  cos'j  '  ' 
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mais  -j  et  S  désignent  les  coordonnées  du  pôle  de  ce  cercle  ; 
l'équation  précédente  doit  être  identique  à  l'équation 

tangj'  tang  p  +  tang  x  tang  a  =  —  1  ; 
ce  qu'on  exprime  en  écrivant  que  les  deux  cercles  ainsi  re- 
présentés coupent  les  axes  aux  mêmes  points.  On  trouve 

ainsi  : 

2^)-'cos'j:' 
«  tanffa  = 


tang^: 


dx  tm'ly  —  dy'iXxi  2x' 
— âf/x'cosy 


dx^Wi'iy  —  ^j^'sin  -Icd' 

Si  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  courbe  donnée  on 
élimine  x'ety,  on  aura  Téqualion  du  lieu  demandé. 

Noie.  Ces  diverses  propriétés ,  peu  connues  en  France,  ont 
été  Irailces  avec  étendue  par  M.  Gudermann ,  dans  son  traité 
de  Géométrie  sphérique  et  dans  divers  mémoires  insérés  dans 
le  journal  de  M.  Crelle;  ce  qui  n'ôte  rien  au  mérite  de  ce 
beau  travail.  Tm. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  162. 

{V.  page  28). 

PAR  M.   I.E   GAI.I.AIS, 

élève  du  collège  de  La  Flèche. 

ABCDE  étant  un  pentagone  plan,  représentons  par  a,  p, 
7,  ^,  £,  les  aires  des  triangles  ABC,  BCD,  CDE,  DEA,  EAB, 
et  par  S  l'aire  du  polygone,  on  a  ■ 

S^— S(aV?  +  v  +  ô+£)  +  ^p4-?v4-7o  +  o£  +  E7  =  0  (Gauss) 

ou,  pour  employer  des  notations  abrégées,  S'-j-P=:SS' 
{fig.  11). 
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Je  prolonge  le  côté  DE  indéfiniment  dans  les  deux  sens; 
des  points  A,  B,  C,  j'abaisse  sur  la  direction  de  ce  côté  les 

perpendiculaires  AA',  Bli'  et  CC  : 

(  A'B'=^^'    (  A'C'=c' 
Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que 

•      s=.(4^)H-,.-.,(^Vî-<-i~V 

En  cherchant  par  des  considérations  analo^yucs  la  mesure 
des  triangles  «,  j3,  7,  S,  t,  on  arrive  à  poser  les  six  égalités  : 
/b'—e\     ,    ,c'  {d-b'\ 

(b'—c'\     ,    ,c'         U 
\     2     /  ^    2  2 

£  =  a[ ]  -\-b-. 

\    2    /   ^     2 

La  solution  de  la  question  n'est  plus,  maintenant,  qu'una 
affaire  de  calcul. 
On  a  immédiatement  • 

s.=.[,._e,-(;^:^^)]+.[.-(f^^)]  + 
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d'où 


Ordonnant  les  doubles  produits  tels  que  a'p  d'une  manière 
analogue,  on  trouve  facilement  : 

P  =  ^[{b'—e]{b'—c')+{b'—c){d-  e)1  +  ^T(c'-^}c'+ec'l  + 

^'-  ^(d-b'){d-e)-  {d-b')b''j-\- 

+  j[i^'-c'){c'-d)  +  ^b'-e){e+c')+{d-e)ej  + 

+  ^^{d-ey^{b--c,{d-b')-b'{b'^e)'j-i. 

4-  jUc'-^d){d-e)  —  [c'—d)b' -I- (^_6')c'— ^»'e]. 

Enfin  ,  le  carré  de  S  se  développe  naturellement  suivant 
ces  mêmes  espèces  de  termes  qui  composent  P  et  SS',  et 
l'on  a  : 

+  ^^  ^ — % •  +  ^^  ^ — Y~' 

Comparant  maintenant  les  expressions  de  S',  de  P  et  de 
iiS',  il  est  facile  de  vérifier  que  la  somme  des  coefficients 
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dont  se  trouve  affecté  un  même  terme,  tel  que  cC  ou  «6,  dans 
S'  et  dans  P,  est  égale  au  coefficient  du  même  terme  dans  SS'. 
Cela  étant  vrai  pour  tous ,  on  a  nécessairement  : 

S'-fP=SS'. 

Note.  Nous  offrons  cette  seconde  solution  comme  exercice 
de  calcul  et  non  comme  moyen  d'investigation. 


GENERALISATION  DU  THEOREME  I  (p.  122,  t.  I). 

PAR  M.  I.nCIElff  GII.I.ES, 

élève  du  collège  Saint-Louis. 


Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  sont  circonscrip- 
libles  et  que  les  distances  des  centres  des  cercles  inscrits  aux 
sommets  sont  proportionnelles  et  semblablement  placées. 

I.  Lemme.  Deux  polygones  sont  égaux  lorsqu'ils  sont  cir- 
conscriptibles  et  que  les  distances  des  centres  des  cercles  in- 
scrits aux  sommets  sont  égales  et  semblablement  placées. 

En  effet,  soient  les  deux  polygones  ABCDE,  A'B'C'D'E' 
(^gr.  12, 13),circonscriptibles  et  telsqueOA=0'A',OB=0'B', 
0C=0'C',  etc.  Je  dis  que  ces  deux  polygones  sont  égaux. 
L'égalité  serait  évidente  si  nous  prouvions  que  0F  =  0'F'; 
car  alors,  en  tirant  les  rayons  OF,  O'F',  OG,  O'G',  etc.,  nous 
décomposerions  les  deux  polygones  en  un  même  nombre  de 
triangles  rectangles  égaux  deux  à  deux  ,  comme  ayant  leurs 
hypoténuses  égales  par  hypothèse  et  un  côté  égal  (le  rayon 
des  cercles  inscrits),  et  ces  triangles  seraient  semblablement 
placés. 

Or  je  dis  que  OF  =  0'F'.  En  effet ,  supposons  que  l'on  ait 
OF  <;0'F';  alors  dans  les  deux  triangles  rectangles  OFE  et 
O'F'E'  comme  nous  avons  OE  =  0'E'  si  OF  <0'F',  nous  en 
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tirerons  FOE>»  F'O'E'.  Les  deux  triangles  rectangles  AOF, 
A'O'F',  nous  donneront  semblablement  AOF>>  A'O'F'.  Ajou- 
tant ces  deux  inégalités,  il  viendra  EOA>>E'0'A'.  On 
trouverait  de  même,  en  décomposant  d'une  manière  sem- 
blable les  triangles  AOB,  A'O'B',  BOG,  B'O'C,  etc.,  que 
AOB>A'0'B',  BOC>  B'O'C,  etc.  D'où,  en  ajoutant  ces 
inégalités  membre  à  membre,  on  trouverait  que  la  somme 
des  angles  autour  du  point  0  est  plus  grande  que  la  somme 
des  angles  autour  du  point  O',  ce  qui  est  absurde. 

On  prouverait  identiquemont  delà  même  manière  que  l'on 
ne  peut  pas  avoir  0F>>  OF'.  Donc  l'on  a  OF  =  0'F'.  Donc 
les  deux  polygones  sont  égaux.  G,  Q.  F.  D. 

II.  Soient  les  deux  polygones  ABCDE,  A.B.C.D.E.,  cir- 
conscriptibles,  et  tels  que  l'on  ait  : 

OA  :  0.  A.  :  :  OB  :  O.B.  :  :  OC  :  O.C,  :  :  etc. 

Je  dis  qu'ils  sont  semblables. 

En  effet,  prenons  une  longueur  0'E'  =  OE  et  sur  cette 
droite  comme  côté  homologue  de  O.E,  construisons  un  poly- 
gone semblable  à  A,B,C,D.E, ,  soit  A'B'C'D'E'  (*).  Ce  polygone 
est  circonscriplible  et  O'  est  le  centre  du  cercle  inscrit.  Tirons 
les  droites  O'A',  O'B',  O'G',  etc. 

Les  deux  triangles  A'O'E'  et  A,0,E,  sont  semblables  par 
construction;  ils  donnent  la  proportion 

A,0.:A'0'::O.E.:0'E'. 

Mais  0'E'  =  OE  par  hypothèse.  Cette  proportion  revient 
donc  à  celle-ci 

A.O,  :  A'O'::  O.E,  :0E. 

Mais  nous  avons  par  hypothèse 

A.O,  :AO::0,E,:OE. 


(*)  On  est  prié  de  faire  la  figure. 
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Comparant  ces  deux  proportions ,  on  en  tire  AO  =  A'0'; 
donc  les  deux  triangles  semblables  A'O'B'  et  A,0,B,  donnent 

A0:A,O,  ::  OB' :  O.B,. 
Mais  nous  avons  aussi  par  hypothèse 

A0:A,O.  ::  OB:0,B,  ; 
on  en  tire  OB  =  0'B',  et  on  trouve  de  même 

OC  =  0'C',  0D  =  0'1)',  OE  =  0'E'. 

Donc  par  le  premier  théorème  le  polygone  ABCDE  est 
égal  au  polygone  ABCDE.  Mais  par  construction  ce  der- 
nier est  semblable  à  A,B,C.D,E,;  donc  ABCDE  est  semblable  à 
A.B.C.D.E,.  C.  Q.  F.  D. 

III.  On  démontre  de  la  même  manière  que  deux  poly- 
gones sont  équivalents ,  lorsqu'ils  sont  circonscriptibles,  et 
que  les  distances  des  centres  des  cercles  inscrits  aux  sommets 
sont  égales,  sans  qu'elles  soient  somblablemcnt  placées. 

En  effet,  supposons  que  les  •  deux  polygones  ABCDE, 
A'B'C'D'E'  soient  circonscriptibles ,  et  tels  que 

OA  =  0'C',  OB  =  0'E',   OC=0'B',   OD=0'A',  OE=0'D'. 

Nous  démontrerons  comme  précédemment  que  les  rayons 
des  cercles  inscrits  sont  égaux,  i.a  seule  différence ,  c'est 
que  les  triangles  rectangles  dans  lesquels  nous  décompo- 
sons les  deux  polygones  ne  seraient  pas  semblablement 
placés,  et  c'est  ce  qui  fait  que  les  polygones  ne  sont  qu'équi- 
valents. 

IV.  M.  Paul  Serret  na'a  fait  remarquer  un  théorème  à  peu 
près  analogue  à  celui  que  je  viens  de  démontrer  sur  la  simi- 
litude des  polygones ,  savoir  : 

Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  sont  inscrip- 
tibles ,  et  que  les  distances  des  centres  des  cercles  circonscrits 
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aux  cùies  sont  proporiionnelles  et  semblabfement  placées. 

Ce  théorème  se  démonlre  de  la  même  niflaière  que  le  pré- 
cédent. 

La  seule  différence  c'est  que  dans  la  première  partie  du 
théorème ,  pour  prouver  que  deux  polygones  sont  égaux 
lorsqu'ils  sont  inscriptibles ,  et  que  les  distances  des  centres 
des  cercles  circonscrits  aux  côtés  sont  égales  et  semblablement 
placées,  on  a  des  triangles  rectangles  dont  les  hypoténuses 
varient  ;  mais  alors  lun  des  côtés  de  l'angle  droit  est  constant  ; 
la  (  onclusion  est  la  même  que  la  précédente.  De  même  pour 
les  polygones  équivalents. 

V.  Il  est  à  remarquer  cependant  que  ces  démonstrations 
n'ont  lieu  que  lorsque  les  centres  des  cercles  inscrits  ou  cir- 
conscrits sont  dans  l'intérieur  des  polygones.  Le  cas  où  le 
centre  est  extérieur  reste  à  démontrer. 


NOTE 

sur  la  théorie  du  parallélogramme  de  fVatt. 

PAR  VI.  A.-J.-H.  VINCENT. 


Dai.s  les  mémoires  de  la  Société  royale  des  sciences ,  de 
l'agricuilure  et  des  arts,  de  Lille,  pour  1836  et  1837,  p.  5  et 
suiv.,  j'ai  donné  et  discuté  l'équation  de  la  courbe  à  longue 
inflexion  ,  sorlo  de  kmniscoïde  du  sixième  degré,  qui  jouit  de 
celte  curieuse  cl  importante  propriété,  que  la  télé  du  piston 
des  machines  à  vapeur.,  tout  en  en  décrivant  un  arc  d'une 
notable  étendue ,  peut  être  néanmoins  considérée  comme  sui- 
vant une  direction  à  peu  près  rectiligne,  quand  on  règle  son 
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mouvement  au  moyen  de  cet  ingénieux  uppareil  auquel  on  a 
donné  le  nom  de  parallélogramme  de  fVatt. 

{Fig.  17.  )  Je  rappellerai ,  d'après  Hachette ,  que  la  ques- 
tion revient  à  déterminer  le  lieu  géomélrique  d'un  point  M 
situé  sur  une  droite  dont  un  segment  constant ,  PQ ,  est  assu- 
jetti à  glisser  entre  deux  circonférences  ayant  respectivement 
les  points  A  et  B  pour  centres,  et  pour  rayons  AQ  et  BP. 
Alors,  en  prenant  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires un  point  quelconque  0  de  la  droite  AB  prise  elle-même 
pour  base  des  x ,  puis  faisant  : 

OA  =  a  ;     OB  =  6  ;     AB  =  a  -f  6  =  c  : 

BP=;;;     AQ  =  y; 
PM=r;      QM  =  5;      PQ  =  5  — r=é£; 

et  enfin  ,  nommant  x  &iy  les  coordonnées  du  point  M ,  j:^  et 
./  celles  du  point  P,  x"  eiy"  celles  du  point  Q ,  on  a,  comme 
dans  le  mémoire  cité  ,  ces  six  équations  : 

{x'-b)'-{-y'=p\  (1) 

(x"+^)'+/"  =  ^%  (2) 

(^^'_y';+(y_y')'=:«^',  (3) 

y  (^'-  ^")  -  -r  {y -y")  =  xy-^yx",      (i) 

iy-y)'+{^-^r=r\  (5) 

dont  une,  l'équation  (3) ,  n'est  qu'une  conséquence  des  (rois 
suivantes ,  ce  qui  laisse  ainsi  le  nombre  d'équations  justement 
nécessaire  pour  permettre  l'élimination  des  quatre  quantités 
variables  x',y,  x",y'. 

Cela  posé,  je  dirai  que  ce  qui  m'engage  à  revenir  ici  sur 
ce  sujet,  c'est  la  possibilité,  d'abord  inaperçue,  desiraplifiei 
de  beaucoup  la  méthode  employée  pour  faire  cette  élimina- 
tion, et  surtout  de  conserver  au  calcul  une  utile  symétrie , 
avantage  dont  on  est  privé  quand  on  place  l'origine  à  l'un 

A.vN.  t)E  M\TaBM.  vil.  5 
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des  points  A  et  B ,  comme  je  l'avais  fait  dans  mon  premier 
essai. 

Celle  simplificalion  résulte  d'une  forme  plus  élégante  dont 
est  susccpliblo  réquation  (4) ,  c'csl-à-dire  l'équation  de  la 
droite  qui  passe  par  les  deux  points  donnés  (x',y)>  (:«:",/')• 
En  effet ,  on  peut  mettre  une  pareille  équation  sous  l'une  de 
ces  deux  formes  : 

^{y-y') + Ay-y + ^"{r-y) = o ,  i    ^ 

qui  expriment  chacune  une  relation  ,  soit  entre  les  abscisses 
de  trois  points  quelconques  de  la  droite  et  les  différences  de 
leurs  ordonnées  prises  deux  à  deux ,  soit  entre  les  ordonnées 
des  trois  points  et  les  différences  de  leurs  abscisses. 

D'un  autre  côté,  comme  ces  différences  d'ordonnées  et 
d'abscisses  ne  sont  autre  chose  que  les  projections  sur  les  axes, 
des  distances  des  trois  points  eux-mêmes  pris  deux  à  deux , 
distances  qui  sont  ici  représentées ,  savoir  : 

par  r  pour  (y — y)  et  {x  —  x'}^ 

par  s  pour  (y — y")  et  (jc— j:''),- 

et  enfin         par  d  pour  {y — y")  et  {j:'~  x")  , 

il  s'ensuit  que  les  équations  (A)  peuvent  se  traduire  dans  les 
suivantes  : 

dx  —  sx'-{-  rx"  =  0  , 


dy-sy-{-ry'=0.     )  ^^^ 

Maintenant  l'équation  (1)  combinée  avec  l'équation  (5)  d'une 
pari ,  et  semblablcmenl  l'équation  (2)  avec  1  équation  (6) , 
nous  donnent  : 

et  y-j-x'—-2i}y'4-xx")~2ax"—a'-\-q'-s'=z0.)     ^  ' 
Prenons  dans  (U)  les  valeurs  de  ^"  et  y,  savoir  : 
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,,       SX — dx  ,,      sy'  —  dy 

r  r 

el  subslituons-les  dans  la  seconde  des  équations  (C)  ;  nous  en 
déduisons,  après  avoir  multiplié  par  r  et  simpliGé, 

'•(^ 4-  x')-\-^2y{dy  -  sy')  +2(^4-  a)  {dx—sx')  - 
-  r{a'—  q'+  s')  =  0.  (E) 

D'un  autre  côté,  la  première  équation  du  même  système 
(C) ,  multipliée  par  s,  devient  : 

s{y-\-^')-'2siyy'-{  xx')-\-2bsx'-s{b'-'p'-\-r^)  =0.  (F) 

Alors ,  on  retranchant  (F)  de  (E)  et  réduisant,  on  obtient  : 

d  {y'-\-  x')  H-  2adx  +  b's  —  aV  —  k'  =  2csx\     (G) 

en  faisant  pour  simplifier,  comme  dans  l'équalion  19  du  mé- 
moire cité  (  1 1  du  tirage  à  part  in-4'  )  : 

p^s  —  q'^ r -\- drs  =:  P . 
De  là  on  peut  tirer,  d'abord  : 

jc  =        ■ ;  (H) 

2cs 
puis  ensuite,  par  la  substitution  dans  (C) , 

^_  cs{x'+y'+p'—b'—r-')—{x—b)[d{x''-\-y')+2adx+b's—n'r—k'] 
^  ~  2csy 

Il  ne  reste  plus  alors ,  après  avoir  tiré  de  x', 

_  d{y-{-x')  +  2adx-^a'd-c's-P 
2cs  ' 

qu'à  substituer  cette  expression  et  celle  de  y',  dans  l'équa- 
tion (1) ,  ce  qui  donne  pour  résultat  une  équation  qui  ne  dif- 
fère pas  de  la  forrtiule  numérotée  26  dans  le  premier  tableau 
du  mémoire  cité  (ou  de  la  première  équation  de  la  page  6  du 
tirage  à  part),  dès  qu'on.a  substitué,  dans  fcclte  dernière; 
(x  -{-  a)  au  lieu  de  x ,  ou  (x  —  b)  au  lieu  de  (x  —  c). 
Je  terminerai  celte  note  en  signalant  aux  lecteurs  des 
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annales  une  communication  faite  à  la  Sociélé  philomathiquc, 
le  :>1  avril  1838,  par  M.  Babinct,  à  l'occasion  du  mémoire 
cilé.  Le  savant  physicien  y  donne  une  formule  déduite  du 
principe  des  vitesses  virtuelles,  au  moyen  de  laquelle  on 
calcule  l'action  du  piston  de  la  machine  à  vapeur,  quand  le 
parallélogramme  articulé  n'est  plus  rectangle,  et  qu'il  a 
tourné  d'un  angle  donné  (  voir  le  Bulletin  de  la  Société  et 
le  journal  V Institut,  V  section). 


THEOREME 
Sur  les  tangentes  aux  coniques. 


Soient  MT,  M'T'  (fig.  16)  deux  tangentes  menées  par  le 
point  M  à  une  ellipse  dont  les  foyers  sont  F,F'j  si  Von  prend 
sur  ces  tangentes  des  longueurs  MO,  MO',  respectivement 
égales  aux  distances  MF,  MF',  la  droite  00'  sera  égale  au 
grand  axe  2a  de  l* ellipse.  (Strebor.) 

Démonstration,  Sur  F'T  je  prends  F'TD= 2a;  il  en  ré- 
sulte, comme  on  sait,  MD=MF.  D'ailleurs,  d'après  le 
théorème  de  M.  Poncelet ,  l'angle  FMD  =  0'MO  ;  donc  les 
triangles  F'MD ,  O'MO  sont  égaux  comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  égaux.  Par  conséquent  : 

O0'  =  FD  =  2ûf. 

Observation.  I,  Faisant  la  même  construction  au  foyer  F, 
on  obtient  un  triangle  FMD'  égal  au  triangle  F'MD;  donc 
l'angle  F'MD  =  FMD',  et  de  là  l'angle  DMF  =  D'MF'.  Mais 
les  tangentes  MT,  MT'  sont  bissectrices ,  ce  qui  démontre  le 
théorème  de  M.  Poncelet  et  celui  de  M.  Strebor. 
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II.  Ce  dernier  théorème  subsiste  aussi  dans  l'hyperbole, 
avec  cette  modifleation  que  lorsque  les  points  de  contact 
T,  T'  sont  sur  la  même  branche,  une  des  longueurs  MO,  MO' 
doit  être  portée  dans  le  sens  opposé. 

III.  Les  mêmes  constructions  et  les  mêmes  conséquences 
existent  aussi  pour  l'ellipse  sphérique.  G. 


AIRE  D'UN  QUADRILATÈRE  QUELCONQUE, 

FAR  M.  J.-G.  DOSTOR, 

Docteur  es  sciences  mathématiques. 


Théorème.  Les  côtés  consécutifs  d'un  quadrilatère  quelconque 
étant  représentés  par  a ,  b ,  c ,  d  ,  et  ses  diagonales  par  m ,  n , 
l'aire  Q  de  ce  quadrilatère  est 

4 
Démonstration.  On  a  {fig.  14)  : 

Q  =  im(BE+DF), 

d'où  16Q'  =  4m'(BE4-DFr.  (1) 

Cela  posé ,  les  triangles  rectangles  semblables  BEI ,  DFI 

donnent 

BE:DF::BI  :  DI  ::  El  :F1, 

d'où 

(BE+DFf  :  DF'  ::  (BI  -{- Dif  :  DÏ^  ::  (EI+Flf  :  FÏ'; 

or  DF''  =  DÎ^  — Fl\ 

donc 

(BE-f-DF)2=(BI  +  Diy  — (EI+Fir=«'-EF'; 
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ou  bien ,  en  multipliant  par  4/^*  : 

4m^(BE +DF;  =4m'«'  —  4m*EF* ,  (2) 

on  a  ensuite  par  les  triangles  ABC,  ACD, 

a'  —  L'  =  m'  —  2mCE, 
c'  —  (V:=:iTrL  —  2mAF  : 
d'où ,  en  ajoutant 

û'  —  6'  +  c'  —  ^'  =  2m'— 2m(CE-f-  A  F)  =  2mEF  ; 

élevant  au  carré,  il  vient 

ia'  _  /,'  4_  c'  _  d')^  =  4m'ËF^  (3) 

Ajoutant  actuellement  membre  à  membre  les  égalités  (1), 
(2) et  (3),  et  réduisant,  on  obtient 

1 6Q'  +  (a'  —  /»'  +  c'  -  dy  =  4mVz' , 

4'où 

1, 


Q  —  4l/4wV  — (a'  -~b'4-c'—  d'Y, 
4 

ou  enÛQ 

Q  =  -\/{-2mn+a''—0'  +  c'—d'){2mn—a'  +  b'—c'+d').  (A) 
4 

Corollaire  I.  Lorsque  le  quadrilatère  est  inscriptible  dans 
un  cercle ,  on  a  mn  z=rac-^  bd;  la  valeur  de  Q  devient  dans 
ce  cas  : 

Q=-  V^{'2ac+2bd+a''—b*-rc'—d'){2ac+2bd—a'+b'—c''+d') , 
ou 

Q=-i/  (a+c-hb — (l}{a+c-^d—b)(b+d+a—C)(b+d+c—a)-j 


donc  Q  =  V'(s—a){s—  b)  [s  —  c){s  —  d),  (B). 

en  posant  a-^b-[-c-\-dz=2s. 
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Corollaire  II.  Lorsque  le  côté  a  est  parallèle  à  c ,  la  figure 
ABCD  est  un  trapèze  et  on  a  : 

m'  —  Il  =  (d'  —b') .  — ^.  (5) 

a  —  c 

Subsli  (uant  dans  (A)  la  valeur  de  d'+b',  tirée  de  ('i),  il  vient  : 


1 


T  =  ji^ {2iiui+a'-^-c' — m' — n'+'2ac)  {•2nin — a' —c^-tni'+n' — ^ac), 
OU  bien 

T  =  -y[{a-^cr  —  {m-\-ny][[ni-i.ny-(a-^c)'l 

d'où  on  déduit,  pour  Vaire  du  trapèze,  en  valeur  des  bases  et 

diagonales  -• 

i     

T=-l/^{a+c+ni—îi)  {a+c+n — m)  {ni+?i+a+c)  {ni+n — a — c), 
4 

OU  T=\/s[s  —  p)  {s  — m)  (*  —  «),  (C) 

en  posant  a -{- c -}- m -\-?i  =  2s  cl  a-{-c=  p. 

Effectuant  le  calcul  sous  le  radical  qui  précède  les  deux 
derniers,  et  observant  que  {m  —  iifini  -f-  n)^  =  {m'  —  w'}'  et 
(m  -}-  tiY  -\-  {m  —  7iy  =  2(m'-f-  «'),  il  vient  aussi  : 

T  =  -  V'-^'a  -f-  c)'\m"  -j-  n')  —  (a-f  cjl  —  (/«' —  «")'. 
4 

Mettant  dans  cette  expression  les  valeurs  (4)  et  (5),  on 
obtient  : 


T=  H  /2{a+cnb'^-d^+^ac)-{a+c)'-[d'—by.^^^-^. 
4  y  {ct—c) 

ou 

T = îtf  - l/[o//^-f2^'+4ac— («-4-c)n  ia—cY—  {d'--b')\ 
a — c  4  ^     .       j  V         /  /  ' 

(')  Voir  la  Remarque  qui  termine  la  Note. 
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enfin  si  on  remarque  que 

W  +  2^'  =  (6  +  dT  +  (t—  d)\ 

{(T  —  ly  =  [b'  —  dy  =  {b  +  d)\b — d)\ 

\ac  —  (a  -|-  c)'  =  —  {a  —  c)% 
on  trouve  : 

T=f±5.1v/[(^+^)-_(a-cn  [{a-cY—i^b-dri 

a — c  4 
ou  bien 

T=-i  .-\/{b^d+a—c)  (b-\-d-\-c—a)  (a—c+b—d)  (a—c+d—b)  : 
a — c  4 


donc 


T=Ws{s  —  q){s-b]{s  —  d), 


en  faisant  a  —  c-\-b-\-d=2s ,  a-\-c=p,  a  —  cz=iq. 

Corollaire  II f.  Lorsque  a  =  c,  b=^d,  le  quadrilatère  est 
un  parallélogramme  ;  dans  ce  cas 

\         y^ 

V=^-y  kinn'  —  ^a—by, 
4 

1     > . 

ou        P  =  -\/{2mn  +  2a^  —  2b")  ('2mn—2a"-\-2b'). 
4 

Ajoutant  la  quantité  //;'+«'  —  '■2a''  —  2b"=0  à  chacun  des 
facteurs  sous  le  radical ,  il  vieni  • 

V  =  -^Vlrn-{-nY~iu'][[m-\-n)'—ib'], 

OU  enûn 

P  -:  -V/{m-^n-j-'iaym-\-ri—2a){m-^n-\-'2b\{m+ii—2b).  (E) 

On  conclut  de  là  que  si  p  cl  (j  représentent  les  diagonales 
qui  joignent  les  milieu v  des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
quelconque,  on  aura  aussi  : 
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car  tout  quadrilatère  est  double  du  parallélogramme  formé 
par  les  lignes  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  adjacents. 

Si  le  parallélogramme  est  un  losange,  on  a  a  =  6,  de  sorte 
qu'il  vient  : 


ou  bien 


L=;^[(w-f  n)^— 4«'], 


4 


remplaçant  4^z'  par  sa  valeur  m'-\-îï'  et  réduisant,  on  a  aussi  : 

,       1 

L  =  -mil , 
2 

ce  qui  est  évident. 

Enfin,  si  le  parallélogramme  est  un  rectangle,  on  a  m~ii  ; 

donc  R  =  \/  {m^a)[m—a)[m-\-b){m—b).  (H) 

Corollaire  IV.  Lorsque  7i-=a,  m  =  c,  d=:0,  le  quadri- 
latère AHCD  se  réduit  au  triangle  ABC  ,  dont  l'aire  sera 

t  =  -  \/{2ac-^à'—b'-\-c')[2ac—a'+b''—c')  , 


donc  tz=\/s{s—a)(s—b){s—c),  (I) 

en  faisant  a-\-b-^c  =  2s. 

Remarque.  Les  deux  égalités  (4)  et  (5)  constituent  deux 
principes  importants  du  trapèze,  dont  le  second  a  été  trouvé, 
il  y  a  peu  d'années,  par  M.  Cadet  {Nouvelles  Annales.,  l.  I , 
p.  189,  1842). 

Ils  s'énoncent  de  la  manière  suivante  • 

Dans  tout  trapèze, 

V  La  somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  côtés  augmentée  du  double  rectangle  des  bases; 
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2"  La  différence  des  carrés  des  diagonales  est  à  la  différence 
des  carrés  des  côtés,  comme  la  somme  des  bases  est  à  Iqur  d\f- 
férence. 

Ces  dcuï  théorèmes  se  démonlrent  presque  simultanément 
à  l'aide  des  égalités  : 

m'  =  a'-irb'—2ax,  (6)         m' =  c'+^'+2rK  ,  (8) 
71^  =a'-j-cr—2ay  ,  (7)         ii'  =c^-\-b''-\-2cx ,  (9) 

que  fournissent  les  triangles  composants  du  trapèze  ABCD 
{fîg.  15), 

En  effet  :  1°  Si  on  ajoute  toutes  ces  égalités  membre  à 
membre,  et  qu'on  divise  par  2,  on  aura  : 

m'-]-n'  =a'-{-b'-\-c'-\-d'—{a—c){:r-\-y)  ; 

or  x-\-y=a—c;  donc,  substituant  et  réduisant,  il  vient  : 

m''-{-?i'  =  b'-j-d'-\-2ac. 

2°  Retranchant  la  somme  des  égalités  (7)  et  (9)  de  celle  des 
égalités  (6)  et  (8),  on  obtient ,  en  divisant  par  2 , 

7n''—}i'  =  {a-\-c){y — jc).  • 

Or,  puisque  CE  =  DF,  on  a  b"  —  jr'=c?* — _y\  ou 
y—x^  =  cl'—b'',  ou  encore  (y — x)[y  —x)  =  d^—b\  On  dé- 
duit de  là  : 

d'—b'       d'—b^ 
Y—x  = =  ; 

y-\-x         a — c 

donc 

a-\-c 


m^  —  ii  =  {d'—b" 


a — c 


Dans  ces  démonstrations,  l'idée  de  l'emploi  simultanp  des 
éj,Mlit('s  (G),  (7},  (S)  et  (9)  m'a  été  fournie  par  l'obligeante 
amitié  de  M.  O.  Wcst,  de  Strasbourg.  Ce  savant  professeur 
éliminer:  entre  (G)  et  [9), y  entre  (7j  et  (8j,  ce  qui  le  conduit 
aux  relations  : 
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cm'  -\-an'  =.  ac{a-\-c)-\-b'{a-{-c) ,  (10) 

am'-{-cii' =  ac{a-\-c)-\-d'{a-\-c).  (11) 

Ajoutant  membre  à  membre  et  divisant  par  {a-\-c),  il  a  : 

retranchant   ensuite  membre  à  membre    et  divisant  par 

{a — c),  il  obtient  : 

,  ,     .        ^-\-(^ 
m*—n'  =  [d'—b')  .  — ^  : 
a — c 

égalités  qui  sont  identiques  avec  (4)  et  (5). 
QUESTIONS. 

178.  Par  le  foyer  d'une  ellipse  on  mène  deux  cordes  rec- 
tangulaires, dans  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre  ;  les  deux  cordes  sont  égales  à  deux  diamètres  con- 
jugués dans  l'ellipse;  si  par  le  centre  on  mène  dans  le  cercle 
un  diamètre  parallèle  à  l'une  des  cordes,  il  est  partagé  par 
l'autre  corde  en  deux  segments  égaux  aux  rayons  vecteurs 
qui  vont  du  foyer  aux  extrémités  d'un  des  diamètres  conju- 
gués dans  l'ellipse.  (Steiner.) 

179.  Cinq  points  sont  situés  dans  un  plan  et  tels  que  trois 
ne  sont  pas  en  ligne  droite.  Il  y  en  a  toujours  quatre,  som- 
mets d'un  quadrilatère  convexe  j  par  ces  quatre  points  on 
mène  deux  paraboles  5  la  conique  passant  par  les  cinq  points 
est 

Wne  parabole  ^  si  le  cinquième  point  est  sur  l'une  des 
deux  paraboles  ; 

2°  Une  hyperbole^  si  le  cinquième  point  est  dans  Vintérieur 
ou  hors  des  deux  paraboles  ; 

3<*Une  ellipse,  si  le  cinquième  point  est  dans  Vintérieur 
d'une  parabole  et  hors  de  l'autre.  (MœBios.) 
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BIBLIOGRAPHIE. 

MÉMOIRb;  SDR     LA    THÉORIE  MATHÉMATIQUE    DU    LA    CHALEUR  ,    par 

Tl).  d'Estocquois ,  professeur  de  mathémalhiques  appli- 
quées à  la  Faculté  des  sciences  de  Besançon.  In-4°  de  8  p 
Besançon,  1847. 

On  sait  combien  les  théories  physiques  des  corps  impon- 
dérés ont  contribué  dans  ces  derniers  temps  aux  progrès  de 
l'analyse.  C'est  à  ces  théories  qu'on  doit  tant  de  beaux  théo- 
rèmes sur  les  limites  des  fonctions,  analogues  aux  limites 
des  racines  des  équations  dont  s'occupe  l'algèbre  élémentaire. 
Une  de  ces  fonctions  surtout  a  acquis  une  grande  célébrité , 
parce  qu'on  la  rencontre  partout ,  dans  la  mécanique  cé- 
leste, dans  l'acoustique,  dans  la  physique  du  calorique,  de 
l'électricité,  etc.  La  définition  de  cette  fonction  V  est  écrite 
dans  cette  équalion 


d\  _    Sd'\  ,  d'\  .   d'Y 

dt  ~ 


elle  exprime  le  mouvement  de  la  chaleur  dans  l'intérieur 
d'un  corps ,  et  a  été  intégrée  par  Fourrier  et  Poisson  pour 
le  cas  du  parallélipipède  rectangle,  de  la  sphère,  du  cylin- 
dioïde  à  base  circulaire,  et  on  connaît  les  beaux  travaux  de 
M.  Lamé  sur  li\s  surfaces  isothermes.  L'objet  de  ce  mémoire 
est  de  chercher  à  intégrer  l'équation  des  corps  d'une  forme 
quelconque  au  moyen  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  du  temps,  série  dont  l'usage  est  soumis  à 
plusieurs  leslrictions  qu'il  faut  lire  dans  l'ouvrage.  Tout  le 
Iraviiil  est  fondé  sur  ce  théorème  : 

"  Soicnl  V  et  V  deux  fonctions  d'une  variable  t  et  d'uu 
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»  nombre  quelconque  d'autres  variables  x,  y,  z,  v,  s,  etc., 
»  assujetties  pour  toutes  leurs  valeurs  aux  conditions 

dt~^  Ydx'^  dy j 

^V          ^     ,r^^V  ,  d'N        1 
_  =  ou>.|_— +  -^, J- 

»  a  étant  une  constante  donnée.  Si ,  pour  une  certaine  va- 
»  leur  de  t,  on  a  V  =  ou  >>  V,  quels  que  soient  x,  y,  z, 

»  s,  V Il  en  sera  de  même  pour  toutes  les  valeurs  plus 

»  grandes  de  t.  » 

Ce  théorème  n'a-t-il  pas  déjà  été  énoncé  par  MM.  Sturm 
ou  Liouville  ? 

ACADÉMIE  ROYALE  DES  SCIENCES  DE  BELGIQUE. 

Concours  de  1849. 

Exposer  la  théorie  générale  des  séries ,  considérées  spé- 
cialement SOUS  le  point  de  vue  de  leur  convergence. 

Nous  indiquerons  comme  source  première  de  tous  les  tra- 
vaux sur  cette  matière ,  les  ouvrages  de  M.  Cauchy ,  l'Ana- 
lyse algébrique ,  les  Exercices  mathématiques  et  les  Comptes 
rendus  depuis  1838,  deuxième  semestre. 

JOURNAL  DE  MATHEMATIQUES  {LioUVUle). 

Duhamel,  IV,  214-,  Raabe,  VI,  83  ;  Binet,  VI,  493;  Ber- 
trand, VII,  33;  Bonnet  (0),  VIII,  73. 

OEUVRES  COMPLÈTES  d'àbel  (Christiania,  1839,  2  vol.  in-4"'). 

m        X  T.     .       1  ...        ,  .  fJi-fft — 1 

Tome  I,  Recherches  sur  la  série  i4-mx-j x'+ . . . 

'  '  '        1.2 

p.  66  ;  travail  du  plus  haut  intérêt,  en  français. 

/6trf.,  p.  III,  Abel  réfute  le  critérium  donné  par  M,  Oli- 
vier. (Voir  ci-après.) 
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JODRNiL  DE  CRELLE. 

• 


Olivier  (Louis)  II,  31,  en  français;  Jacobi,  XII,  263,  en 
lalin  ;  Poncelet,  XIII,  en  français;  Kummcr,  XllI,  171,  en 
allemand. 

Description  des  codrbk3  a  plusieurs  centres,  d'après  le  procédé 
dePerronet,  tableaux  numériques  et  instruction  pratique 
pour  déterminer  facilcmenl  tous  les  éléments  de  l'épure  ; 
exposé  des  conditions  générales  qui  régissent  les  courbes 
applicables  au  tracé  des  voùlcs  surbaissées,  et  discussion 
critique  des  méthodes  principales  proposées  depuis  Per- 
ronet;  ouvrage  utile  aux  ingéniewrs,  architectes,  entre- 
preneurs, conducteurs  de  travaux,  et  servant  de  complé- 
ment aux  traités  de  Perronet,  Gaulhey,  Sganzin  et  autres, 
concernaint  la  construction  des  ponts.  Par  P.  Breton  (de 
Champ),  ingénieur  au  corps  royal  des  ponts  et  chaussées. 
Paris,  1846, in-4%  viu,  63, 1  pi.  Malhias, quai  Malaquais,  1 5. 
Ce  titre  dévelo()pé  indique  suffisamment  l'utilité  pratique 
que  l'auteur  a  eue  en  vue   C'est  une  monographie  complète 
de  toutes  les  méthodes  proposées  pour  décrire  deà  systèmes 
de  courbes  dont  l'ensemble  a  l'apparence  d'une  seule  courbe; 
systèmes  connus  sous  le  nom  d'anses  de  paniers.  La  géométrie 
descriptive  faisant  partie  de  l'enseignement  élémentaire  et 
devant  même  prochainement  recevoir  une  notable  extension, 
le  savant  travail  de  M.  Breton  sera  étudié  avec  fruit  par  les 
professeurs  qui  désirent  donner  aux  élèves  des  applications 
réelles,  soit  géométriques,  soit  arithmétiques.  Les  condi- 
tions d'élégance  et  de  solidité  auxquelles  le  tracé  doit  satis- 
faire, donne  lieu  à  des  problèmes  d'analyse  aux  limites  que 
l'auteur  résout  avec  beaucoup  d'adresse.  On  lira  avec  intérêt 
ce  qu'il  dit  des  courbes  continues  (46-5i). 

Les  tableaux  qui  terminent  le  mémoire  font   coniiailre 
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toutes  les  dimensions  numériques  principales  pour  les  courbes 
à  trois,  sept  et  onze  centres. 

NOOVO  SISTEMA  DI  STUDI  GEOMETRICI  A^\LITICVMENTE  DEDOTTI  DALLO 
SVOLGIMENTO  SDCCESSIVO  UI  U>'A  SOLA  EQDAZIONE,  Dc'l  CaV.  Fcr- 

dinando  do  Luca.  Napoli,  1847,  in-S",  xiii,  24i  p.,  2  pi. 

L'cqualion  unique  dont  le  développement  donne  toul  le  sys- 
tème géométrique  est  celle-ci  :  c  =  aco<.B-\-bcosA.;  a,  b,  c, 
sont  les  trois  côtés  d'nn  triangle  rcclilignc,  et  A  et  B  les  angles 
respectivement  opposes  aux  côtés  a  et  b.  L'auteur  établit 
celte  opération  à  l'aide  de  considérations  fonctionnelles  dont 
Legendre  fait  usage  dans  ses  notes  pour  fonder  analytique- 
ment  les  principes  de  la  géométrie,  à  l'instar  de  Jf  Ber- 
noulli,  qui  a  employé  le  premier  ce  genre  de  raisonnement 
pour  démontrer  le  parallélogramme  des  forces,  et  auquel  on 
doit  l'importation  du  mot  fonction  dans  la  science.  Toutes  les 
propositions,  sans  en  excepîer  une  seule ,  des  huit  livres  de 
Legendre,  toutes  les  formules  des  deux  trigonométries,  sont 
déduites  de  cette  équation  génératrice.  Véritable  tour  de 
force,  qui  montre  la  prodigieuse  fécondité  de  l'analyse.  L'au- 
teur a  cherché  à  réaliser  cette  pensée  de  Lagrange  :  Dans 
l'analyse,  la  perfection  existe  à  n'employer  que  le  moindre 
nombre  de  principes,  et  de  faire  sortir  de  ces  principes  toutes 
les  vérités  qu'ils  peuvent  renfermer,  par  la  seule  force  de  l'a- 
nalyse -,  dans  la  méthode  synthétique  des  lignes,  elle  consiste  au 
contraire  à  démontrer  isolément  chaque  proposition  de  la  ma- 
nière la  plus  simple^  à  l'aide  des  propositions  déjà  démontrées. 
{Journ.  de  VÉc.  Po/î//.,  cahier  6,  280,  an  YI.) 

Cet  ouvrage  curieux  vient  d'être  adressé  à  l'Académie. 
L'illustre  inventeur  du  théorème  est  charge  du  rapport;  ceux 
qui  attendent  ce  rapport,  dans  l'intérêt  de  leur  instruction, 
avec  une  juste  impatience ,  ont  là  une  belle  occasion  de  s'exei*- 
cer  à  la  patience. 
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SOLOZIOISÊ  DI   UN    PROBLEMA   BELATIVO    ALL' ELLISSOIDE ,   111-8"    ds 

4  pages.  Aprile,  18i6,  Roma. 
Nota  sopra  la  quadratora  della  sdperficie  invildppo  dei  plani 

PERPqNDICOIARI   CONDOTTl   ALl'   ESTREMITA    DEI    DIAMETRI    Ul   DN* 

ELLISSOIDE  DATA ,  dc  8  pagcs.  Ottobrc,  1846,  Roma. 

Dans  ces  deux  écrits,  l'habile  analyste  traite  une  question 
analogue  à  celle  qu'il  a  consacrée  à  l'ellipse  [voir  V,  365,  540) 
et  ramène  la  quadrature  aux  fonctions  elliptiques  de  première 
et  seconde  espèce,  et  dans  la  note  on  fait  usage  d'une  méthode 
due  au  célèbre  W.  Roberls,  pour  simplifier  la  réduction 
d'une  certaine  intégrale  à  ces  deux  espèces  de  fonctions. 

SoPRA    LA  RETTIFICAZIONE    DELL'  ELLISSI  SFERICA    É  SDLLA  DIVISIONS 

de'  suoi  archi,  23  p.  1846. 

]\.  Fuss  est  le  premier,  je  crois,  qui  se  soit  occupé  de 
l'ellipse  sphériquc ,  vers  la  fin  du  siècle  dernier  {N.  acta 
Petrop.,  t.  III).  M.  Ghasles  a  ensuite  étudié  les  propriétés  de 
cette  conique  géométriquement,  et  M.  Gudermann,  par  la 
voie  analytique,  en  faisant  usage  des  coordonnées  sphériques. 
Le  célèbre  professeur  de  Wunster  a  donné  le  premier  la  rec- 
tification de  l'ellipse  sphcrique  en  la  faisant  dépendre  d'une 
transcendante  elliptique  de  troisième  espèce  (Crelle,  t.  XIV, 
1835,  eu  latin).  Dans  le  présent  mémoire,  M.  Tortolini  s'oc- 
cupe du  m.ême  objet,  eu  faisant  usage  des  coordonnées  rec- 
tangulaires ordinaires,  et,  par  une  belle  analyse,  il  étend 
ensuite  le  théorème  de  Fagnano  à  l'ellipse  sphérique,  et  celui 
de  M.  Ghasles  sur  les  arcs  semblables  j  ma\s  la  diflerence  des 
arcs  semblables  elliplico-sphériques  est  un  arc  de  cercle 
(V.  p.  la  du  Mémoire).  L'auteur  donne  aussi  les  équations 
pour  la  bissection  et  la  trisseclion  de  l'arc.  Nous  ferons  ob- 
server que  les  moyens  géométriques  employés  pour  démon- 
trer le  théorème  de  M.  Ghasles  dans  l'ellipse  plane,  sont 
applicables  à  l'ellipse  sphérique  {Nouv.  Ann. ,  III ,  p.  506, 
1844),  et  peut-être  à  une  ellipse  ^eo(/£fstgiu«  quelconque. 
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GRAND    CONCOURS    (1847 
Mathématiques  élémentaires. 


Soient  donnés  dans  un  cercle  une  corde  KK'  et  un  diamèlre 

DD'  perpendiculaire  à  cette  corde. 
D'un  point  O  de  la  circonférence  on  mène  deux  lij^ncs  aux 

extrémités  du  diamètre  el  deux  lignes  aux  extrémités  d' la 

corde. 
Il  s'agit  de  prouver  que  la  somme  des  pn  jections  des  deux 

premières  lignes  sur  l'une  OKdes  deux  autres,  est  égale  à 

cotte  même  ligne  OK,  et  que 
la  différence  de  ces  niémes 
projections  est  égale  à  l'autre 
ligne  OK',  c'est-à-dire  que  d 
et  d'  étant  les  pieds  di  s  per- 
,pendiculaires  abaissées  des 
extrémités  du  diamètre  sur  la 
droite  OK ,  on  a 

r   Or/+o^'=OK, 

"^  2"    Od  —  Od'  =  OK'. 

PREMIER  PRIX. 

FAR  m.   SAB.SZ.3:.  (  RICHARD  ; , 

Né  le  15  juillet  1S29,  à  Thérapia ,  prés  Constantinople  (  Turquie  d'Europe  ) , 
élève  interne  du  lycée  Descartes,  classe  de  M.  Lionnet. 


/  / 

^s^ 

""^"^ 

K 

1  / 

"^^"^/ 
z""^- 

,^ 

%• 

G 

/ 

■^'\ 

t\- 

--.^■/ 

Ï 

Prolongeons  les  droites  Dr/,  DV/'  jusqu'à  la  rencontre  do 
la  circonférence  aux  points  M,  JN,  el  menons  les  cordes  MK  , 
MD',  NO.  Les  droites  j\ÏD,  îs£>'  étant  parallèles  comme  por- 
pendiculaires  à  une  mèine  droite  OK  el  les  angles  D?dD , 
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DND  étant  droits  comme  inscrits  dans  des  demi -cercles,  la 

Ogure  DMD'N  est  un  rectangle,  et  les  cordes  MD',  ND  sont 

égales  et  parallèles  entre  elles ,  et  égales  et  parallèles  à  dd!  ; 

donc  on  a  : 

(1)  arcKM  =  arcOD' 

et  (-2)  arcDK=arcDK  :=arcON. 

Cela  posé,  1°  pour  établir  la  relation  Oc?-|-Oc?'=OK, 
comme  on  a  01^=0d-\-dK^  il  suffit  de  démontrer  que 
Od=dK. 

l^es  triangles  rectangles  KMf^,  OH'd  ont  les  hypoténuses 
RM  et  OD'  égales,  comme  sous-tendant des  arcs  égaux  (1)  ; 
de  plus,  les  côtés  Md ,  Ji'd!  sont  égaux  comme  opposés  dans 
un  rectangle  ;  donc  le  troisième  côté  V;^  du  premier  est  égal 
au  troisième  côté  0^'  du  second. 

Remarque.  Cette  démonstration  ne  supposant  pas  que  le 
diamètre  1)D'  soit  perpendiculaire  à  la  corde  KK',  la  première 
partie  du  théorème  est  vraie,  quelle  que  soit  la  situation 
relative  de  ces  deux  droites. 

2°  On  a  O^—  Od'=dd'=Di^;  donc,  pour  établir  l'égalité 
Of£  — 0^'=0R',  il  suffit  de  démontrer  qu'ona  DN=OK'. 

Or,  arcDK'  =  arcON(2)  ;  ajoutant  de  part  et  d'autre  un 
même  arc  NK',  il  vient  : 

arcDK'N  =  arcONK'; 
donc  DN  =  OK'. 

Remarquel.  Soient  OS,  Oo',  les  projections  des  droites  OD, 
Oiy  sur  la  direction  de  la  corde  OK'.  Les  triangles  rectangles 
ODd,  OBJ  ont  l'hypoténuse  OD  commune  et  les  angles  aigus 
DOr/,  DOS  égaux  entre  eux  comme  inscrits  dans  des  seg- 
ments égaux;  donc  le  côté  0<^^=C)^.  On  prouverait  de 
même  que  Od' =03' ;  donc 

0<î+ 05'  =  Or/ -\-  Od  =  OK  , 
07—  Oo^'  =  ()</—  Od'  =  OK. 
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Ces  égalités  montrent  que  le  théorème  n'est  plus  vr.ù  dans 
le  sens  direct  de  son  énoncé ,  lorsque  la  corde  OK',  sur  la  di- 
rection de  laquelle  on  projette  les  droites  OD,  OD',  est  situoe 
tout  entière  d'un  même  côté  du  diamèlro  DD'  ;  car  alors  la 
somme  des  projections  Oj,  03',  au  lieu  de  leur  différence , 
est  égale  à  l'autre  corde  OK ,  tandis  que  la  différence  de  ces 
mêmes  projections,  au  lieu  de  leur  somme,  est  égale  à  la 
corde  OK'.  Mais  l'énoncé  s'applique  à  tous  les  cas,  si  l'on 
regarde  comme  positive  toute  projection,  telle  que  Odou  Oci 
dont  la  seconde  extrémité  est  située  du  même  côté  du  point 
O  que  l'autre  extrémité  K  do  la  corde  OK  à  laquelle  clic 
se  rapporte;  et,  comme  négative,  toute  projeclion  ,  telle 
que  Oô',  dont  la  seconde  extrémité  est  située  de  l'autre  côté  du 
point  O  par  rapport  à  l'autre  extrémité  K'  de  la  corde  OK'. 

Remarque  II.  Les  mêmes  constructions  et  les  mêmes  rai- 
sonnements étant  applicables  à  une  position  quelconque  du 
point  0  aussi  rapprochée  qu'on  voudra  de  l'un  des  points 
D,  D',  K,  K',  le  théorème  est  encore  vrai  lorsqu'à  la  limite 
il  coïncide  avec  un  de  ces  quatre  points;  ce  qui  d'ailleurs 
se  vérifle  immédiatement. 


SUR  L'EMPLOI  DES  SIGNES  +,  —  EN  GEOMETRIE. 

PAR.  M.  A.  HAII,I.£COUILT. 

professeur  au  lycée  de  Rouen. 


MM.  Briol  et  Bouquet,  dans  leur  Géométrie  analytique, 
(pages  153,  164)  donnent  cette  nouvelle  forme  aux  énoncés 
do  deux  théorèmes  connus  et  de  leurs  réciproques  : 

/.  Si  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle,  on  prend  trois  points 
tels  ^  que  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs  soit  égal 
au  produit  des  trois  autres,  les  trois  droites  qui  joignent  ces 


qV    

points  aujL-  somynets  opposés  passent  par  un  inômc  point;  d 
réciproquement. 

IL  Si  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  on  prend  trois  points 
tch  que  le  produit  de  trois  segments  non  consécutifs  soit  égal 
et  désigne  contraire  au  produit  des  trois  autres,  ces  trois  points 
sont  en  ligne  droite,  et  réciproquement. 

C'est  admettre  implicitement  que  sur  une  droiîe  limitée, 
tout  sejîment  compté  à  parlir  d'une  extrémité  en  marchcint 
vers  l'autre  est  pris  posilivement;  que  tout  segment  compté 
en  sens  contraire  est  pris  négativement.  C'est  d'ailleurs  la 
règle  que  leurs  auteurs  appliquent  à  la  proportion  harmo- 
nique, au  rapport  enharmonique,  etc. 

Ces  nouveaux  énoncés,  qui  comprennent  évidemment  les 
anciens,  seront  cerlaint'ment  utiles,  de  quelque  manière  que 
se  présente  le  système  do  trois  points  pris  sur  les  côtés  d'un 
triangle,  soil  comme  élément  dans  le  courant  d'une  démons- 
tration, soit  comme  conclusion.  Ces  deux  cas  s'ufTrent 
simultanément  dans  l'exemple  suivant  relatif  à  l'hexagrammc 
de  Pascal.  J'y  ai  été  conduit  en  examinant,  darîs  le  c<rc!c 
srulcment,  le  cas  d'un  hexagone  de  forme  quelconiiue 
inscrit.  Je  considérerai  cî  pondant  une  conique  quelconque, 
en  renîarqiîaat  qu(;,  si  la  démonstration  du  théorème  do 
Carnot  nécessite  pour  les  coniques  l'emploi  des  coordonnées, 
eli<'  ne  va  p.is  au  delà  de  la  plus  simple  géométrie  pour  le 
cercle. 

I.  J,e  théorème  de  Carnot  peut  s'énoncer  ainsi  • 
Un  polygone  de  n  côtés  étant  tracé  sur  le  plan  d'une  courbe 
du  m'*^™«^  degré,  et  chaque  côté  coupant  la  courbe  en  m  points; 
les  produits  P,  P'  des  segments  comptés  à  partir  des  soinniets 
jusqu'aux  points  de  rencontre,  en  parcourant  le  polygone 
d'abord  dans  un  sens,  puis  en  sens  contraire,  sont  égaux.  Ils 
sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires ,  suivant  que  le 
produit  mn  es/  fidir  ou  iwpcir.  [*'  =  (— l)'""!*. 
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Pour  le  cas  du  cercle  et  d'un  Iriarjj^le  un  aura  i*'::=P.  La 
géocnélrie  le  prouve  complétemont. 

]I.  Comme  cas  particulier  en  géométrie  analytique  ;  comme 
généralisalioi!  du  théorème  de  Plolémée  eu  géométrie  élé- 
mentaire, on  trouve  ; 

Un  polygone  de  n  côtés  étant  coupé  par  m  droites ,  les  pro- 
duits P,  P'des  segments  comptés  à  partir  des  sommets  jusqu'aux 
points  d'intersection  en  parcourant  le  polygone  d'abord  dam 
un  sens  puis  en  sens  contraire ,  sont  égaux.  Ils  ont  le  même 
signe  ou  des  i^ignes  contraires, suivant  que  mn  estpairuu  impair. 

Pour  un  triangle  coupé  par  trois  transversales ,  on  a 
P'  =  — P. 

Soit  maintenant  un  hexagone  quelconque  H  inscrit  dans 
une  conique  (*). 

Soif  AV,Cj  le  Iriaiicrlo  obtenu  en  prolongeant  jusqu'à  leurs 
rencontres  trois  côtés  non  consécutifs  (!},  (3^,  (5>  Ils  sont 
coupés  en  neuf  points  :  c<,  a,  a"  sur  BD;  p,  p',  p"  sur  AC; 
(î,  6',  (î''  sur  AB  par  les  trois  autres  cotés  (2) ,  (4) ,  (C).  —  Sur 
ces  neuf  points,  six,  par  exemple  y,  u,  p,  p',  <?,  ô',  sont  les 
.'ommcls  de  i'hexagoneoa  les  points  d'intersection  de  la  co- 
nique et  du  triangle  j  les  trois  autres  points  r-",  3",  S'\  où  se 
coupent  respectivement  (1)  et  (5),(2j  et  (5),  (3)  et  (6),  sont 
ceux,  qu'il  faut  prouver  être  en  ligne  droite. 

Or,  en  vertu  des  principes  précédents,  on  a  : 

A^.  A<î'.  B;;.  By!.  Cp.  C^'  =  Ap.  Ap'.  B3.  Bf .  Cu.  G-J. 
AS.  Ad'.  AS".  Ex.  B/.  Bx".  CS.  CP'.  C|i".— —  Ap.  Al^.  A.fe". 
B'î.  Bo'.  Brî".  Cy..  Ca'.  Cx"  ;  d'où  divisant , 

A'î".  Bx".  CP''=:  —  A!B".  B5".  Ca". 


(*)  Le  lecteur  e»t  prié  de  iaire  la  iigure. 
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Ce  qui  ne  laisse  plusnucun  doute  sur  la  position  des  trois 
points  u",  f-",  S". 

Si  maintenant  on  examine  attentivement  les  démonstra- 
tions données  dans  les  livres  les  plus  estimés,  même  dans  la 
j'comélrie  de  position,  on  se  convaincra  que,  hors  le  cas 
d'un  hexagone  convexe,  il  n'est  pas  évident  que  les  trois 
points  soient  en  ligne  droite  plutôt  que  sur  trois  droites  con- 
courant aux  sommets  du  triangle  employé  plus  haut  et 
désigné  par  ABC. 


CONCOURS  DE  1847  (t.  VI,  p.  377,  Gg.  56)  (*). 
Solution  analytique. 

PAa  V.  PRÉVOTEL, 

Élève  du  lycée  Descaries. . 


I .  La  solution  de  la  question  paraît  devoir  être  simplifiée 
en  prenant  pour  axes  des  coordonnées  deux  des  côtés  du 
triangle  PQR.  Soient  donc  QR  l'axe  des  a:,  et  PR  l'axe  des  jk- 

Représentons  les  longueurs  des  côtés  QR  et  PR  par  2p  et 
2/y,  et  ks  distances  de  l'origine  R  aux  points  de  contact  de 
la  ligne  du  second  ordre  et  des  axes,  par  a  et  |3. 

Ceci  posé,  l'équalion  générale  d'une  ligne  du  deuxième 
ordre  tangente  aux  axes,  est 

H.  Pour  exprimer  toutes  les  conditions  de  l'énoncé,  il 
faut  indiquer  que  le  côté  PQ  est  tangent  à  la  courbe  (1). 


(*)  Dans  la  ligure  50  remplacez  G  par  r  cl  f  par  C 
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La  condition  nécessaire  et  sulTisantc  pour  que  la  ligne 
y  =zmx-\-n  soit  tangente  à  celte  courbe  ,  est 

Cette  égalité  peut  être  satisfaite  de  deux  manières,  soit  en 
annulant  le  premier  facteur,  soit  en  annulant  le  second.  Dans 
le  premier  cas ,  la  courbe  est  remplacée  par  deux  droites  ; 
nous  laisserons  donc  ce  cas  à  pari ,  et  annulant  le  second 
facteur,  nous  aurons  la  relation 

III.  La  droite  PQ  a  pour  équation 

Servons-nous  de  la  relation  (2)  pour  exprimer  que  cette 
droitt  est  tangente  à  la  courbe  proposée ,  et  remplaçons  m 

par  —  -  et  n  par  2a  :  on  trouve  alors  : 
P 


(3) 


ou 


,^,(B+i)_2(£+|)  +  ,=o. 


Posons,  pour  simplifier  : 

et  la  relation  précédente  devient  : 

(♦)  ;,Q-f^PH-l=:0. 
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IV.  Los  'JO()^(!()ll:^él'^  dos  points  A.  \\  Csonî 


A 

a=p  ; 

;)■  =  0 

li 

x=  o  ; 

r  =  q 

C 

x=p\ 

j  =  q 

Aa 

.r  =  M(x-;;), 

Bb 

jK  — ^  =  M'a-, 

Ce 

j — q=M"ix—p] 

et  les  équations  des  droites  AB,  AC,  BC 

AB         -+-^-==1, 
Al       jc=p^ 

BC         x=q. 

V.  Désignons  par  M,  M',  M"  les  coefficients  angulaires 
des  droites  A^z,  B^,  Cc;  comme  ces  droites  passent  par  les 
points  A,  B,  C,  leurs  équations  seront 


(6) 


Ces  droites  sont  tangentes  à  la  ligne  du  deuxième  ordre, 
donc  leurs  coefficients  doivent  satisfaire  à  la  relation  (2)  : 
on  trouvera  ainsi  pour  déterminer  chacun  de  ces  coefficients 
une  équation  du  deuxième  degré  ;  l'une  des  racines  est  la 
valeur  cherchée,  et  l'autre  est  le  coefficient  angulaire  de 
l'un  des  côtés  du  triangle  PQR;  ces  coefficients  sont  connus. 
On  peut  donc  supprimer  les  racines  correspondantes,  cl  en 
définitive  ,  on  trouve  : 

pour  A  «        /jPM+af^  —  1  ]  =  0, 

^'^^   ^   pour  B6         2M'(|  — l)  4-7Q  =  0, 
pour  Cc         PIVI"-f  Q  =  0. 
IV.  La   recherche  des  deux  prcnnères  relations  n'offre 
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aucune  diflîcullo;  on  reraplaco  dans  1  expression  (-2)  m  par 
M  ou  M'  cl  n  par  —Mp  ou  par  q  .  on  supprime  dans  le  pre- 
mier cas  le  facteur  M. 

Pour  la  troisième  relation ,  on  remplace  m  par  M"  et  n  par 
q — M''/»,  et  on  trouve  : 

î(B.fl)(M>-.y-(-7-i)(M>-,)-M.=0. 

Posons  lSV'p-\-q  =  li,  et  mettons  à  la  place  de  M''  la  va- 
leur en  fonction  de  N,  on  aura  . 

+  2(B+iW- 2^(4+1)4-2=0. 
Multiplions  par  2/;,  nous  aurons  : 

■        +.[<BH-l>,-<j+^i)  +  .]=o. 

Mais  l'équation  (3)  prouve  que  le  terme  indépendant  de  N 
est  nul;  le  premier  membre  est  ainsi  divisible  par  N  ou  par 

M"f-{-q;  si  on  égale  ce  facteur  à  (),  on  trouve  M"  =  —  -,  ce 

qui  vérifie  le  résultat  que  nous  avions  annoncé.  Le  coefli- 
cicnt  de  W  est  évidemment  égal  à  P,  donc  l'équation  devient  : 

Or  l'équation  (3)  nous  donne  encore  : 
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Donc  le  terme  indépendant  de  N  est  égal  à  —  H  )• 

Remplaçons  N  par  M"/? -{-(7,  nous  aurons  : 


M 

et  enfin 


M"P  +  Q  =  0. 


VII.  Cherchons  maintenant  les  coordonnées  des  points  a, 
^,  c  :  en  se  servant  des  équations  (5)  et  (6),  on  obtient: 

Pour  a         x,=p-}-^  y,~q. 

Pour  b        x^=p  .?',=  M'/'+îï 

Pour  c        x^—  —rrf. —  et  ^3  = 


Ces  trois  points  seront  en  ligne  droite ,  si  leurs  coordonnées 
rendent  identique  l'expression 


•X-  iZ-.  **'  n'  '~*^» 


y^—y. 

y—y^ 

on  trouve  : 

x—x. 

n 

y— y. 

pum 

et 

X, — x^ 

q 

y-y.     ^M'M"+^(M'-fM"- 
A  l'aide  des  équations  (7),  on  déduit  : 


2M'|'?  — 1 


.M"  =-4 


donc 


M' 
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/'M"+^+ 


KHI 


M' 


p  ^     p 


M' 


'i'q-pQ+^^l-i) 


pW^ 


o^—i 


PP 


doDC  ^i-^^  =  "^i— ^^    C.  Q.  F.  D. 


THEOREME 
sur  les  diagonales  des  polygones. 


Théorème.  Le  nombre  des  points  intérieurs  d'intersection 
des  diagonales  d'un  polygone  convexe  est  égal  au  nombre 
des  sommets  pris  quatre  à  quatre  (*}. 

Démonstration.  Je  remarque  d'abord  que  si  je  savais 
passer  du  nombre  des  points  d'intersection  formés  par  un 
polygone  de  m — 1  côtés  au  nombre  des  points  d'intersection 
formés  par  le  polygone  de  m  côtés,  comme  le  quadrilatère 
n'ayant  que  deux  diagonales  a  un  point  d'intersection,  je 
pourrais  de  là  m'élever  au  nombre  des  points  d'intersection 
formés  par  un  polygone  de  cinq  côtés ,  puis  en  six  et  généra- 
liser la  formule  pour  résoudre  le  problème  proposé.  Nous 
avons  donc  d'abord  un  problème  auxiliaire  à  résoudre. 


C)  Ce  théorème  a  été  énonce  et  démontré  au  lycée  Cbarlemagne,  classe  de 
M.  Delorme. 
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Pour  cola  soit  propose  le  polygone  convtxc  ABCDEF, 
lig.  '25,  de  n  cùlés  et  désignons  par  P„  le  nombre  des  points 
d'inlcrseclion.  Dans  t:e  polygone  menant  la  diagonale  FB , 
qui  sépare  le  triangle  FAB,  je  nomme  A  opposé  à  BF,  Icsom- 
mct  extérieur;  il  restera,  le  polygone  FBCDE  de  n — 1  côtés 
et  qui  donnera  un  certain  iiombre  P„_,  de  points  d'intersec- 
tion. Si  je  joints  AC,  je  séparerai  de  mêmeun  triangle  ABC, 
où  Best  sommet  çxtérieur,  rt  il  restera  un  polygone  de  n —  1 
côtés  donnant  aussi  P„_,  intersections,  et  comme  il  y  a  /i  som- 
mets j'aurai  n  fois  P„_,  intersections.  Or,  si  je  considère  la 
formule  -\-  n  P„_,  je  remarque  f.tcilemont  que  tous  les 
points  d'intersection  des  diagonales  du  polygone  donné  s'y 
trouvent,  mais  qu'elles  s'y  trouvent  répétées  plusieurs  fois. 

Voyons  donc  par  qu<>i  il  faut  divis' r  «P„_,-  ^i\  point  d'in- 
tersection est  donné  par  deux  diagcmales  el  chaque  diagonale 
par  deux  sommels;  donc  un  point  est  donné  par  quatre 
sommets.  D'après  cela  ,  il  est  facile  de  voir  que  ce  point  se 
trouvera  dans  tous  les  polygones  de  n — 1  côtés  dont  le 
triangle  séparé  n'a  pas  pour  sommet  extérieur  l'un  des 
quatre  sommets  d'où  dépend  le  point  considéré.  Jinsi  ce 
point  d'intersection  se  trouve  dans  n — 4  polygones  de  n — 1 
côtés.  Donc  dans  la  formule  n  P„_,  chaque  point  est  compté 
n—i  fois.  Ainsi,  nous  aurons  le  nombre  des  points  en  divi- 
sant 71  P„_,  par  n — 4 . 

Donc  P„  =  '^-^ 

n — 4 

ou  bien  (n — 4)  P„  =  n  P„_, 

et  de  là  {n—5)  P„_,  =n—i  P„_, 

('^-«)P„_.=  «-2P„_, 

2  Pc  =  6  P, 
1  P«  =  5  P, 


'  —  9:^  - 

multipliant  par  ordre,  il  vietit 

1.2.  3.  4  P„  =  ".  n—l.  Il— -2.  «— 3.  P,,  mais  P,  =  1 

^        n.n  —  i.n — 2.  n — 3  ,     , 

donc  P,.  = ^      .,      3      ^ c.  q.  f .  d 

Observation  I.  Le  nombre  des  diagonales  est 
n  {n — 3)  , 

'■ —  Il   ; 

2 

le  n'ambre  total  des  intersections,  tant  intérieures  que  hors 

Il   in'  —  1) 
du  polygone, est  donc ;  relranchanl  de  ce  nombre 

total  le  nombre  des  points  d'intersection  intérieurs,  il  reste, 
réduction   faite  ,   pour  les  points  d'intersection  extérieurs 

n-\-  \ .  n.  n- —  3.  n  —  4. 
3~T 

Observalion  II.  Les  mêmes  théorèmes  subsistent  p.)r.r  les 
polygones  sphériques. 


RÉDUCTION 

d'nn  postulatum  de  M.  Catalan  au  poslulatum  d'Euclide. 

PAR  M.  BaExorj  (  3a  chai«ip  , , 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


Deux  droites  indéfinies  étant  situées  dans  un  même  plan, 
si  la  première  a  deux  points  situés  de  côté  et  d'autre  de  In 
seconde,  elle  rencontre  celle-ci. 

«  Cette  proposition,  ««  dit  M.  Catalan  dans  la  préface  de 
sou  Traité  de  géométrie,  «e?l  aussi  importante  que  le  fameux 
'  postulatum  d'Euclide;  cependant  on  l'admet  sanss -rupule 
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»  et  Ton  fait  bien,  attendu  qu'en  géométrie,  comme  en  toute 
>.  autre  branche  des  connaissances  humaines ,  il  existe  un 
«  petit  nombre  de  propositions  dont  la  vérité  ne  parait  pas 
»  contestable,  cl  qui  néanmoins  ne  peuvent  être  démontrées 
»  d'une  manière  rigoureuse.  » 

Je  crois  que  l'opinion  exprimée  par  M.  Catalan  offre  quelque 
danger  ;  il  serait  assurément  Irès-rogrel  table  que  l'on  étendît 
sans  une  absolue  nécessité  le  nombre  des  vérités  non  suscep- 
tibles d'être  démontrées.  C'est  ce  que  les  anciens  a  vaient|)ar- 
faitement  compris;  aussi  en  ont-ils  resserré  le  cercle  le  plus 
qu'il  leur  a  été  possible,  et  les  barrières  qui  les  ont  arrêtés  sont 
les  mêmes  qui  nous  arrêtent  encore.  L'admiration  que  les 
éléments  d'Euclide  ont  excitée  et  exciteront  toujours,  vient 
peut-être  moins  de  l'enchaînement  des  propositions  que  du 
petit  nombre  de  principes  d'une  évidence  incontestée  qui 
servent  de  fondement  à  cet  impérissable  édifice. 

On  trouverait  difficilement,  il  est  peut-être  impossible 
de  formuler  aujourd'hui  une  proposition  qui  ne  puisse  être 
démontrée  avec  le  seul  secours  des  principes  et  des  axiomes 
sur  lesquels  repose  la  géométrie  ancienne.  Je  vais  faire  voir 
que  l'énoncé  de  M.  Catalan  est  dans  ce  cas. 

A  et  B  (le  lecteur  est  prié  de  vouloir  bien  faire  la  flgurc) 
étant  deux  points  situés  de  part  et  daulre  de  la  droite  L,  il 
s'agit  de  démontrer  que  la  droite  AB  rencontre  nécessaire- 
ment L.  On  voit  bien  qu'en  faisant  tourner  autour  de  A 
une  droite  indéfinie,  elle  rencontrera  nécessairement  le  point 
B  tîans  quelqu'une  de  ses  positions.  Comment  démontrer 
qu'alors  elle  rencontre  la  droite  L?  C'est  là  toute  la  difficulté. 

Il  est  bien  clair  que  si  l'on  pouvait  déterminer  deux  points 
P,  Q  sur  cette  droite,  tels  que  B  se  trouvât  dans  l'angle 
formé  par  les  droites  AP,  AQ,  celte  difficulté  serait  levée, 
parce  que  la  droite  mobile,  en  allant  do  la  position  APàla 
position  AQ,  ne  cesserait  pas  do  ronconlriT  PQ  ou  L ,  et 
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passerait  par  B  dans  une  position  intermédiaire.  La  question 
se  réduit  ainsi  à  déterminer  deux  points  P,  Q  tels  que  l'angle 
PAQ  contienne  le  point  B.  Celte  recherche  dépend  des  deux 
Icmmes  suivants. 

1"  Lemme.  Dans  le  triangle  isocèle  les  angles  adjacents  à  la 
base  sont  aigus. 

On  sait  que  ces  angles  sont  égaux  entre  eux ,  et  que  la 
médiane  qui  aboutit  au  miiicu  de  la  base  est  perpendiculaire 
à  cette  dernière.  Si  les  angles  dont  il  s'agit  étaient  obtus, 
les  prolongements  des  côtés  formeraient  avec  la  même  base 
des  angles  aigus  du  côté  de  la  médiane  prolongée,  et,  en  vertu 
du  postulatum  d'Euclide,  iraient  rencontrer  celte  médiane 
en  un  même  point.  On  pourrait  donc  aller  de  ce  point  au 
sommet  par  trois  lignes  droites  différentes,  la  médiane  et  les 
deux  côtés,  c'est-à-dire  qu'il  y  aurait  entre  deux  points 
plusieurs  lignes  droites  distinctes,  contrairement  à  un 
axiome  connu. 

Ces  angles  ne  peuvent  pas  être  droits,  car  en  prolongeant 
la  médiane  d'une  longueur  égale  à  elle-même,  et  joignant 
le  point  ainsi  obtenu  aux  extrémités  de  la  base,  on  aurait  un 
nouveau  triangle  égal  au  triangle  proposé ,  et  les  côtés  de 
l'un,  à  cause  de  l'hypothèse  admise,  seraient  les  prolonge- 
ments des  côtés  de  l'autre.  On  retomberait  ainsi  sur  le  cas 
précédent  de  trois  lignes  droites  distinctes  tirées  entre  deux 
points. 

Donc  les  angles  à  la  base  du  triangle  isocèle  ne  sauraient 
être  obtus,  ni  droits;  donc  ils  sont  nécessairement  aigus. 
C.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  Dans  le  triangle  rectangle,  les  angles  adjacents 
à  Vhypoténuse  sont  aigus. 

Car  le  triangle  rectangle  peut  toujours  être  regardé 
comme  la  moitié  d'un  triangle  isocèle  ayant  pour  base  le 
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double  de  l'un  des  cùlés  de  lani^le  droit,  et  pour  médiane 
l'autre  côté,  cl  cela  de  deux  manières  différentes. 

2*^  Lemmë.  D'un  point  pris  hors  d'une  droite,  on  peut  tou- 
jours abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

On  reconnaît  sans  peine  que  la  démonstration  de  cette 
proposition  est  présentée  par  les  auteurs  de  manière  à  sup- 
poser l'admission  du  posiulatum  de  M.  Catalan,  il  faut  donc 
la  changer  ici. 

A  élanl  le  point  donné  hors  de  la  droite  et  P  un  point  de 
celle-ci  pris  à  volonté,  joignez  AP.  Si  les  deux  angles  formés 
au  point  P  de  part  et  d'autre  de  PA  ne  sont  pas  droits,  portez 
du  côté  de  la  droite  où  est  l'angle  aigu  PQ=  PA,  et  tirez 
AQ;  le  triangle  PAQ  sera  isocèle.  Faites  tourner  ce  triangle 
autour  de  PQ  de  manière  à  le  placer  en  PBQ  ,  je  dis  que  le 
point  B  tombera  dans  l'angle  PAQ.  Car  les  angles  PQA, 
APQ  sont  aigus,  le  premier  d'après  le  lemme  précédent,  le 
second  par  construclionj  les  angles  APB,AQB,  égaux  respec- 
tivement à  2APQ,  2AQP,  sont  l'un  et  l'autre  moindres  que 
deux  angles  droits.  D'où  il  résulte  que  PB,  QB  sont,  par 
rapport  aux  côtés  AP,  AQ  et  à  leurs  prolongements  du 
même  côté  que  PQ.  Donc  W  point  B  est  dans  l'angle  PAQ. 

Cela  posé ,  si  une  droite  indéfinie  se  meut  autour  du 
soiuinet  A  de  cet  angle,  et  va  de  la  position  AP  à  la  position 
AQ,  elle  rencontrera  nécessairement  le  point  B  dans  une  cer- 
taine position  intermédiaire  ;  et  comme  celte  droite  traversera 
toujours  PQ  pour  sortir  du  triangle  APQ,  il  s'ensuit  que  la 
droite  A  B  rencontrera  nécessairement  PQ. 

On  démontrerait ,  comme  à  l'ordinaire,  que  AB  est  per- 
pendiculaire sur  PQ,  (;tc.  Donc  on  peut  toujours  d'un  point 
pris  hors  d'une  droite  abaisser  une  perpendiculaire  sur  celle 
droite.  C.Q.  F.  D. 

Abordons  mainlenant  la  proposition  qui  forme  l'objet  de 
(et  article. 
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THÉonÈME  :  Peux  droîtea  indéfinies  étant  situées  dans  un 
même  plan,  si  la  première  a  deux  points  situés  de  côté  et 
d'autre  de  la  seconde^  elle  rencontre  celle-ci. 

Enrffct,  des  points  A,  B  donnés  sur  la  première  droite 
de  part  et  d'aulrede  la  seconde  L,  j'abaisse  sur  celle-ci  les 
perpendiculaires  AP,  BQ.  Si  les  pieds  P,  Q  de  ces  perpendi- 
culaires ne  coïncident  pas,  je  tire  MQ,  BP.  On  aperçoit  d(; 
suite  que  le  point  B  est  dans  l'angle  PAQ,  car  chacun  «les 
angles  APB,  AQB,  composé  d'un  angle  droit  et  d'un  angle 
aigu  (cor.  lemme  1*')  est  moindre  que  deux  droits.  Donc  la 
droite  AB  coupe  nécessairement  PQ.  C.  Q.  F.  I), 

Note.  Une  ligne  plane  infinie  partage  le  jdan  on  deux 
régions  infinies,  dont  la  ligne  forme  la  frontière,  est  la 
limite  commune.  Deux  poinis  sont  dits  situés  de  côté  et 
d'autre  de  cette  limite,  lorsque  pour  aller  d'un  point  à  l'aulre 
sur  un  chemin  continu,  il  faut  traverser  cette  limite.  Si  l'on 
veut  se  rendre  compte  des  mots  que  l'on  prononce,  on  ne 
peut  atlacher  un  autre  sens  à  cette  \ocu(\on.,  de  côté  et  d'autre. 
S'il  en  est  ainsi ,  je  ne  comprends  pas  la  nécessité  et  même 
les  sujets  de  ces  divers  ihéorèmes.  Que  dirait-on  de  la  pro- 
position suivynle?  Deux  endroits  sont  situés  de  côté  et  d'autre 
de  l'Océan,  démontrer  que  pour  aile»  de  l'un  à  l'autre,  il 
faut  traverser  lOcéan?  Il  y  a  encore  d'aulres  propositions 
de  ce  genre  auxquelles  je  ne  comprends  rien.  Ainsi  des 
géomètres  démontrent  sérieusement  que  pour  aller  d'un 
point  situé  dans  l'intérieur  d'une  circonférence  à  un  autre 
point  situé  à  l'extérieur.,  il  faut  traverser  la  circonférence. 
Que  signifient  donc  ces  mots  intérieur  et  extérieur  d'une 
enceinte,  sinon  qu'il  faut  percer  l'enceinte  pour  venir  de 
l'un  à  l'autre?  En  mathématique  il  n'est  pas  excessivement 
raie  de  voir  démontrer  des  définitions ^  c'est  chose  ordinaire 
en  philosophie. 

Ann.'de  M\tiiém.  VII,  .  7 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  156  (1847,  p.  394) 

FAB.  M.  PAUI.  SEHRET. 

(Lycée  Monge,  classe  de  M.  VINCENT.) 


Lo.  licû  géométrique  des  projections  orthogonales  dii 
centre  de  la  lemniscate  de  BernouUi  sur  ses  tangentes  a  pour 
équation  polaire 

f.3  =  ^  3  cos  —     (W.  Roberls). 

ô 

Démonstration.  L'équation  polaire  de  la  lemniscate   de 
1 
Bernoulli  est  o  ^=--  a  .  cos^  2io. 

Soit  P  la  projection  orthogonale  du  centre  O  delà  courbe 
sur  la  tangente  au  point  M. 

Soit  OX  l'axe  polaire,  et  posons  0M=/';  MOX  =:aM 
0P=/;  POX  =  œ. 

Appelons  a  l'auglc  PMO;  on  sait  que  l'on  aura  : 

/ 

P 


tang  a  =  —  7^  .   .     I     f 
°  dcnvec  de  f- 

Or, 

.  ^ _     ,     — 4rt'sinio'.cos(o' 

,;  =  a [/cos2w'=aV/  1— ^sin^co';    D . o'=  ..  = 

2a\/tos2w' 

a  sin2co' 


K  cos  2  lo' 
on  aura  donc  : 

cos      to'  1 

'^"^''""ihr¥^''"lang2a)'* 
D'où  il  suit  qui-  l'angic  .'  o«t  le  eompléincnt  de  l'angle  2co 
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mais  Tanglo  «   csl  aussi  le  complément  de  l'angle  POM 

1 
donc  ang.  l'OM  =  2w';  cl  de  plusoj  =  -  w. 

Or  le  Irianglc  rectangle  POM  donne 

p  =  p'  .  COS  POM  =  p'  COS  ^  w  ;        p'  =  «  \    /  ( 

on  a  donc 

■?  2  2 

-    2  -  -         2w 

p  =  rt  COS  2  .  -  o) ,  OU  bien  p^  =  a  ^  cos  -7-  pour  1  équation 

<iu  lieu  cherché,  c.  q.  f.  d. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  170  (t.  VI,  p.  45i) 

FAB.  M.   FAUE.  SEIIRST. 


abc ,  ABC  étant  deux  triangles  rectilignes  situés  dans  le 
même  plan,  les  quatre  sommets  b,  c,  B,  G  étant  fixes,  on 
donne  la  relation 

ab         ac  1 

— --  =  — --  =  constante  =  —. 
AU       AC  nt 

Si  le  sommet  a  décrit  une  ligne  plane  algébrique  divisée 
par  la  droite  bc  en  deux  parties  égales  et  symétriques,  le 
sommet  A  décrira  une  ligne  du  même  degré,  divisée  en  deux 
parties  égales  et  symétriques  par  la  droite  BC  (Jacobi). 

Démomtration.  Sans  changer  la  nature  du  lieu  décrit  par 
le  sommet  A,  nous  pourrons  évidemment  transporter  le 
côté  BC  sur  le  côté  bc^  de  manière  que  leurs  directions  coïn- 
cident, et  que  leurs  milieux  .se  trouvent  au  même  point  o 
que  nous  prendrons  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires ,  bc  étant  l'axe  des  x. 


^  —  100  — 

Soient  ob  =  oc  =  a;  oB  —  oC  —  a;    jC,y  \os  coordonnées 
du  point  a;j:',y  les  coordonnées  du  point  correspondant  A 
D'après  l'énoncé  de  la  question  l'équation  du  lieu  des  points  a 
sera  de  la  forme 

o(x,  y)  =  0,  (1) 

c'est-à-dire  qu'elle  ne  contiendra  que  des  puissances  paires 
de  j. 
Or  on  a  : 

On  aura  donc,   d'après  l'énoncé  de  la  question  ,  les  deux 
égalités  suivantes  : 

(2)  (^'_«)^+^-  =  m'{x-aY  +my  ; 

(3)  (j:'-j_a)^+/"  =  m'  (or+ar+my . 

Retranchant  (3)  de  (ii)  membre  à  membre,   l'on  trouve 

i-ux  =  iam\  X ,  d'où 

,  a 

(a)  x=:?ix  ,  en  posant  «=  -— -  . 

7?i  a 

Remplaçant  x  par  nx'  dans  (2),  on  en  tire  : 
.      {x'—ay—m'{nx' — ay-^-y" 

y  = —. -, 

m 
ou  bien 

Portant  ces  valeurs  de  x  ci  y  dans  l'équation  (1),  nous  au- 
rons : 

ç(/ix"Ly'+Mj:"4-Na:'-|-P)=0  (4) 

pour  l'équation  du  lieu  du  sommet  A  ;  on  voit  que  cette 
équation  est  du  même  degré  que  l'équation  du  lieu  du 
point  rt,  et  que  ,    comme  celle-ci,  elle  ne  contient  que  des 


—  toi  — 


ÎHiissaïucs  pairC)  de  l'ordonnée  .r'%  <"€  qui  montre  que  le 
lieu  des  sommets  A  est  divisé  par  la  droite  BC  en  deux  par- 
lies  égales. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  171  (t.  VI,  p.  455). 

PAR  va.  FAUI.  SERHET. 


Théorème,  ahcd.,  ABCD  étant  deux  tétraèdres,  les  six  som- 
mets ^,  c,  rf,  B,  C,  D  demeurant  fixes ,  on  donne  la  relation 

ab         ac        ad  1 

— -  =  — -  =  — r-  =  constante  =  —  . 
AB       AG       AD  m 

Si  le  sommet  a  décrit  une  surface  algébrique ,  divisée  par 
le  plan  bcd  en  deux  parties  égales  et  symétriques  ,  le  som- 
met A  décrit  une  surface  du  même  degré,  divisée  de  même 
parle  plan  BCD  en  deux  parties  égales  et  symétriques  (Ja- 
cobi). 

Démonstration.  Sans  changer  la  nature  de  la  surface  dé- 
crite par  le  sommet  A ,  on  peut  faire  coïncider  les  plans  bcd^ 
BCD,  et  de  plus  les  disposer  do  manière  que  les  directions 
dos  côtés  bc,  BG  coïncident  et  qu'ils  aient  lerfs  milieux  au 
même  point  o,  que  nous  prendrons  pour  origine  des  coor- 
données rectangulaires,  bc  étant  l'axe  des  x,  et  le  plan 
bcd  étant  le  plan  des  xy. 

Soient  ob-=oc'=a  ;  b,  c  les  coordonnées  du  point  a  sur  le 
plan  jcy. 

Soient  oB=oC  =a;  g,  7  les  coordonnées  du  point  D  sur 
le  plan  xy. 

Soient  x\  y,  z  les  coordonnées  du  point  a,  dans  l'une  quel- 
conque de  ses  positions,  et  soient  x',y,  z  les  coordonnées 
du  point  A  dans  la  position  correspondante. 
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t'cquation  do  la  surface  décrite  p;ir  lo  point  a  sera  de  \a 
forme 

et  l'on  ciura,  d'après  l'énoncé  du  la  qutsli'un,  les  trois  éga- 
lités suivantes  : 

(2)  [x'-  ay-\-y'-\-z':=m\x-aY-\-my-^m''z'-, 

(3)  (x'+a)^+r"+-  =''''(-^'+«)H  "iy +/«V  ; 

(4)  {x'-tr+{y-lT  +  -^'='n\x-bY-\-m\y-cY-^uez\ 

Retranchant  (3)  de  (2),  on  obtient  :  ^■ux'=^^m\lx^  d'où 

(«)  x=znx  .  en  posant  7i=  ——. 

m  a 

Retranchant  (4)  de  (-2),  on  obtient  : 

2(6— a)  x'-\-  27j''-)-a'— ê'— '/'=  2/«  (6— û)x  -f 
4-  <2.ni''cy-{-m\a'—b'-  c'). 

Or  de  celte  égalité  en  j^,  remplaçant  x  par  s^i  valeur  (</),  o« 
tirera  une  égalité  de  cette  lorme 

{b)  ^==Ax'+By+C. 

Enfin  ,  remplaçant  x  ciy  par  leurs  valeurs  [a)  et  [b)  dans 
l'équatiou  (2)»  on  en  tire  : 

[c]      z'=Ma|+Nj'^+P-r>'+Qx"+V+Sx'+T. 

Donc  enfin  ,  eu  remplaçant  Ji\y,  z'  par  leurs  valeurs  (a), 
(^),  (c)  dans  l'équation  (1) ,  nous  aurons  : 

(5)  '^{nx',  Ax'+By-j-c,  Mz"+etc...)=0 

pour  l'équation  de  la  surface  décrite  par  le  point  A.  Or 
cette  équation  est  du  même  degré  que  l'équation  (1),  et, 
comme  cette  dernière,  elle  ne  contient  que  des  puissances 
paires  de  z",  d'où  il  suit  que  ,  en  outre ,  le  lieu  des  points  A 
est  divisé  par  le  plan  IJCO  en  deux  parlies  égales  et  symé- 
triques. Donc  le  tliéoréme  est  démonlré. 
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SOLUTION  DE  lA  QUESTION  172  (t.  VI  ,  p  454) 

PAR  m.  HM..  IiAFONGE, 

Élève  au  Collège  roiliUiire  de  La  Fléctie. 


Problème.  Elant  donnés  un  arc  et  sa  torde,  trouvrr  le 
rayon  (Vincent). 

Fig.  26.  Solution.  Supposons  le  problème  résolu ,  vX 
soit  OB  le  rayon  du  cercle  cherché,  AB  la  corde  donnée, 

que  je  représente  par  2G,  et  Arnl)  Tare  que  je  représente 
par  2A.  Décrivons  un  cercle  concentrique  avec  un  rayou 
quelconque  OD,  et  joignons  les  extrémités  A  et  B  de  la  corde 
AB  au  centre  O. 

Los  lavons  OA,  OB  coupent  le  cercle  OD,  dont  j'appelle 
I\  le  rayoii  connu,  aux  points  C  et  D  j  joignons  CD  ;  on  a  : 

arc  CD  arc  AB 


corde  CD       corde  AB 

Appelons  2x  la  longueur  CD  et  2a  la  longueur  de  l'arc  CD. 

a 
l-c  triangle  rectangle  OID  nous  donne  Jc=Rsin— ,  Mais 

K 

A  JC 

on  a  la  proportion   a  :  jc  :  :  A  :  C  ^  d'où  a=i  -~-  ;  donc 

C 

Ax 
jc=  R  s\n—-r  ;  on  obtiendra  donc  x  par  l'intersection  de  la 
CK 

droite  j'  =  x  avec  la  sinussoïdoj^  =  R  sin  j;^. 

CR 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  des  droites  reclangu- 

laires  qui  se  croisent  au  centre  O  du  cercle ,  et ,  de  plus,  je 

prends  l'axe  des  abscisses  perpendiculaire  sur  la  torde  CD. 
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La  bisseclrice  de  lani^le  des  axes,  qui  tst  la  droite  y  =  j:  , 
est  Oj.'.  Je  vais  clierchcr  les  principales  circonstances  de  la 

courbe  j  =  R  sin  z^^.  Pour  que  y  atleignc  son  maximum 

ou  son  minimum ,  il  faut  que  pour  le  maximum  on  ail 

sin^r;  =  1  ,  et  pour  le  mmimum  ,  sin  — •  =  —  1.  Donc  le 

maximum  de  y  est  R  ,  et  sou  mmimum  —  R.  Menant 
donc  au  cercle  (R)  deux  tangentes  parallèles  à  l'axe  des 
abscisses,  la  courbe  est  tout  entière  comprise  dans  leur  in- 
tervalle. Pour  que  y  =  l{,  nous  venons  de  voir  qu'il  fallait 

■    Ax  ,,        Ax       (2A-4-  1)71    ,,       ^         .  .^. 

que  sm-—  =  —  1 .  Donc  -— -  =  - — -,  k  étant  assujetti 

LiR  CR  2 

à  être  entier,  mais  pouvant  être  positif  ou  négatif,  ou  même 

devenir  nul.  De  là  on  tire  • 

x^—-  .   "  .  Faisons  successivement  Âk=0=  1  =2.  . 


et  portons  les  longueurs  trouvées  pour  x  en  OM ,  MM', 
M'M"....  La  courbe  passe  en  G  ,  G',  G".,..,  où  les  perpendi- 
culaires à  l'axe  des  x  coupent  les  parallèles  à  cet  axe ,  les 
perpendiculaires  étant  menées  par  les  points  M,  M',  M".... 
Pour  que  l'on  ait  j^=  0  ,  il  faut  que 

,Avï^'  ,     A.JC  --,A»3^        - 

Rsm^j^==0    ou    sm— ^  =  0,    d'où    —  ^Att  ; 

CR 

donc  x=  ~—  .  kr,.  Ators,  donnant  à  k  différentes  valeurs, 
A 

nous  porterons  sur  l'axe  des  x  les  valeurs  corres[>ondanles 

oP,  Pi''....  de  a-.  11  est  facile  de  voir  que  les  points  M,  M'.... 

sont  les  milieux  de  ces  distances,  par  les  expressions  même 

qui  les  ont  données. 

Si  l'on  cherche  le  cocfllcienl  angulaire  de  la  tangente ,  on 

trouvera  pour  ce  cocflicicnt ,  que  j'appelle  tangw  . 
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A        Ajc 
lan!?co=-cos-— . 

ij  L  Su 

Par  suite,  on  voit  qu'aux  points  G,  G'....  la  langenlc  est 
parallèle  à  l'axe  des  jf ,  et  qu'aux  points  O,  P,  P'....  on  a  : 

tangw  =  zt  —  ,     donc    oj  >•  45». 

Décrivant  la  courbe  par  points,  eu  donnant  à  .r  des  valeurs 
particulières ,  et  en  s'aidant  des  tangentes  que  l'on  déler- 
rainerait  pour  plusieurs  points,  on  trouvera  qu'elle  coupe 
la  bissectrice  au  point  P  ;  donc,  pour  ce  point  on  a  : 

jc  =  il  sin  -— . 

Par  conséquent ,  EF,  ordonnée  de  ce  point ,  est  égale  à  x  ; 
nous  portons  cette  demi-corde  dans  le  cercle  R  en  CI ,  et 
nous  la  prolongerons  jusqu'en  D.  Alors,  joignant  OD  et  OC , 
nous  mènerons  une  corde  AB  parallèle  à  D  et  égale  à  2C ,  la 
longueur  OB  sera  îe  rayon  clierché 

Note.  Il  est  plus  simple  de  prendre  R  =  l  ;  construisons 
la  courbe  j-s'mx  =  j^  ;  aux  valeurs  de  x  égales  à  +  -  ^ 
zh2ni  ±371..  .,  etc.  répondent  des  asymptotes  qui  com- 
prennent entre  elles,  alternativement  au-dessus  et  au- 
dessous  de  l'axe  des  a:,  les  diverses  branches  de  la  courbe  ; 
les  maxima  et  miniraa  correspondent  aux  diverses  valeurs 
de  x-   qui  satisfont   à  l'équation  a:  =  tanga:  (voir  t.   I, 

p.  247).    Menant  à   la  distance  —  une  parallèle  à  l'axe 

C 

des  abscisses,  elle  coupera  le  système  des  courbes  en  une 
infmité  de  points  ;  on  aura  une  infînité  de  valeurs  pour 
jc.  Soit  X  une  de  ces  valeurs  ,  le  rayon  cherché  répondant 

à  cette  valeur  est  — . 

On  peut  aussi  résoudre  la  question  par  une  règle  de  fausse 
position  et  par  le  retour  des  séries  (  voir  p.  11  ).       Tm. 
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Sl'R    UNE   COMQUE    CIRCONSCrxITE 

à  cinq  points  ou  inscrite  à  un  pentagone. 


I.  Lemme.  Cinq  points  étant  dans  un  même  plan,  dont 
trois  points  quelconques  non  en  ligne  droite,  il  y  en  a  au 
moins  qualrc,  sommets  d'un  quadrilatère  convexe. 

Démonstration.  Prenons  quatre  points,  sommets  d'un 
quadrilatère  à  angle  rentrant;  prolongeant  dans  les  deux 
sens  les  six  droites  qui  passent  par  ces  points  pris  deux  à 
deux ,  l'espace  du  plan  sera  partagé  :  1"  en  six  régions  fer- 
mées trilatères;  2°  en  six  régions  ouvertes  bilatères;  3°  en 
six  régions  ouvertes  trilatères.  Faisant  la  figure,  il  est  facile 
de  se  convaincre  par  intuition  que,  dans  quelqu'une  de  ces 
dix  huit  régions  qu'on  place  un  cinquième  point ,  il  formera, 
avec  trois  des  quatre  points  donnés ,  au  moins  un  quadrila- 
tère convexe. 

H.  Théorème  de  Mœbius.  Cinq  points  étant  situés  dans  un 
plan  dont  trois  points  quelconques  sont  on  ligne  droite,  il  y 
a  au  moins  quatre  points,  sommets  d'un  quadrilatère  con- 
vexe (lemme  I)  ;  par  ces  quatre  points  passent  deux  para- 
boles. Si  le  cinquième  point  est  situé  1°  sur  l'une  des  para- 
boles, elle  est  évidemment  la  conique  qui  passe  par  les  cinq 
points;  2°  dans  l'intérieur  ou  hors  des  deux  paraboles ,  la 
conique  passant  par  les  cinq  points  est  une  hyperbole  ;  3"  dans 
l'intérieur  d'une  parabole  et  hors  de  l'autre,  la  conique  est 
une  ellipse. 

Démonstration.  Soient  A ,  lî ,  C,  D ,  E  les  cinq  points, 
et  A,  B,  C,  D  quatre  d'entre  eux,  sommets  d'un  quadri- 
latère convexe;  prenant  O  intersection  des  côtes  opposés 
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AIÎ,  CI)  pour  origine  des  coordonnées,  BAO  pour  axe  des 
X,  et  DCO  pour  axe  des  y ,  on  aura  pour  équation  d'une 
conique  passant  par  les  quatre  poinls  : 

Aj^-^+Bjcr  +  Cx'-fDr  +  E.r-fFz^O.  (I) 

Dans  celte  équation,  à  l'exception  do  B,  tous  les  coelli- 
cients  sont  connus.  Le  quadrilatère  étant  convexe,  A  cl  C 
sont  de  même  signe  ;  les  deux  paraboles  qui  passent  par  ces 
quatre  points  sont  données  par  la  double  équation 

Ay-  dz  2  l^ÂCjcy  -f  Cx'-\-  Dj-  +  Ex  +  F  =  0.     (2) 

Soient  J:\y  les  coordonnées  du  cinquième  point  E  et  l* 
produitx'y  positif,  alors  on  peut  le  supprimer  comme  facteur 
dans  les  inégalités.  Supposons  ce  point  1°  dans  l'intérieur 
des  deux  j  arabo!e.s  (2),  et  sur  !a  conique  (1)  ;  remplaçant  a: 
cl  y  par  ^\y,  l'équalinn  (1)  s'annule,  et  l'équalion  dou- 
ble (2)  donne  deux  résultats  négatifs  (11,  p.  il2).  On  a  donc 
par  soustraction,  les  deux  inégalités  +  2  î/'AC  —  B  <C0  , 
— 2p^AC — B<;0  ;  la  première  inégalité  donne  B>>2Ï/AC  ; 
doue  la  conique  (1;  est  une  hyperbole.  2°  Le  point  est  hors 
des  deux  paraboles.  Le  même  raisonnement  conduit  aux 
inégalités  -f  2\/ÂG  —  li  >  0  ,  —  2  V/ÂC  —  B  >  0  ;  or  la 
seconde  inégalité  est  impossible,  à  moins  que  B  ne  soit  néga- 
tif ;  alors  les  deux  inégalités  deviennent  '•2v  AC  -f-  B  >•  0  , 
—  2  yÂG-\-B >  0  ;  d'où  B >  2  V/ÂC  ;  ce  qui  donne  en- 
core une  hyperbole.  3°  Le  point  est  hors  de  la  parabole 
(4-2\/ac)  et  dans  l'intérieur  de  la  parabole  (-2\/aC)  ; 
on  a  donc  -f  2  VÂC—B  >  0 ,  —  2  V  ÂcT—  B  <  0  ;  donc 
2KÂI;  >  B,  et  la  conique  (t)  est  une  ellipse.  4°  Le  point 
E  est  dans  la  parabole  (+2i/AC)  et  hors  de  la  parabole 
(-2V/ÂC)  ;  on  a  donc  -1-2|/ÂC— B<0 ,  — 2KÂC— B>Oi 
celle  dernière  inégalilé  ne  peut  subsister  qu'avec  B  négatil  ; 
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mais  alors  la  première  inéî;alité  est  impossiblo  ;  donc  ce  cas 
ue  peul  exister  pour  a'> '  positif.  Supposons  maintenant  le 
produit  .t'j'  négatif,  el  repassons  par  les  mêmes  hypothèses. 
En  supprimant  le  facteur  .rj>  ',  on  devra  changer  le  signe  de 
l'inégalité  ;  ainsi ,  pour  la  première  hypothèse ,  on  aura 
21./IC— B>0  ,  — 2\/ÂC— B>0.  Cette  dernière  inégalité 
est  impossible,  à  moins  queB  ne  soit  négatif  et  que  l'on  n'ait 
B>>2k  AC;  ce  qui  caractérise  l'hyperbole.  La  deuxième 
hypothèse  donne  2KÂC—  B  <  0 ,  —  -ll/ÂG—  B  <0  ;  donc 
encore  B>2l/ÂG.  L'hypothèse  (3)  donne  2\/ÂC— B<0, 
—  av^AC  —  B>>0;  cas  impossible.  EnQn  l'hypothèse  (4) 
<lonne  2^^ÂC— B>0 ,  —  2\/ÂC-B<0  ;  d'où  2KÂC>B  ; 
caractère  de  l'ellipse.  Ainsi  le  théorème  énoncé  par  M.  Moe- 
bius  (Calcul  Baryccntriquc,  p.  382)  est  démontré. 

Remarque.  Ce  théorème  est  démontré  par  une  méthode 
bien  plus  compliquée,  par  M.  Bruun  d'Odessa.  (Crelle, 
XVJ,  215.  1835.) 

III.  On  peut  aussi  trouver  l'espèce  de  la  conique  par  des 
constructions  géométriques.  En  effet ,  au  moyen  de  l'hexa- 
grammc  de  Pascal ,  on  peut  mener  par  les  cinq  points  donnés 
A,  B,  C,  D,  E,  des  tangentes  à  la  courbe  non  décrite,  en  se  ser- 
vant de  la  règle  comme  instrument.  Ayant  un  pentagone  cir- 
conscrit, par  les  diagonales  de  Newton,  on  obtient  cinq  dia- 
mètres ;  mais  deux  suifisent.  Si  ces  deux  diamètres  sont 
parallèles,  la  conique  est  une  parabole  ;  s'ils  ne  sont  pas  pa- 
rallèles, leur  intersection  O  est  le  centre.  Joignant  le  point  O 
au  point  de  rencontre  T  de  deux  tangentes  passant  par  A  et  B 
et  soit  I  l'intersection  de  OT  et  AB  ^  si  I  est  entre  T  et  O,  la 
conique  est  une  ellipse.  Dans  toute  autre  position,  laconique 
est  une  hyperbole.  Si  O  est  eiitrc  T  et  1 ,  les  points  A  et  B  ap- 
partiennent à  deux  branches  différentes ,  et  si  T  est  entre  0 
el  I ,  les  lieux  points  A  et  B  sont  sur  la  même  branche. 
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IV.  Pour  connaître  l'espèce  do  la  conique  inscrile  à  un  pen 
îagonc  ,  il  suffit,  par  les  diagonales  de  Brianchon^  de  déter- 
miner les  cinq  points  de  contact ,  et  le  problème  est  ramené 
au  précédent. 

V.  Il  suit  du  théorème  de  M.  Moebius  ,  que  si  cinq  sphères 
de  même  diamètre  sont  posées  au  hasard  sur  un  plan  horizon- 
tal ,  il  y  a  infiniment  plus  de  probabilité  que  les  cinq  centres 
sont  sur  une  même  hyperbole  que  sur  une  ellipse ,  et  infini- 
ment plus  de  probabilité  pour  une  ellipse  que  pour  une  para- 
bole. 

VI.  Problème.  Cinq  points  matériels  parcourent  d'un  mou- 
vement uniforme  donné  ,  différent  pour  chaque  mobile,  cinq 
droites  données  dans  un  plan.  Quelle  est  l'espèce  de  la  co- 
nique passant  par  les  cinq  points  au  bout  d'un  temps  assigné  ? 

M.  Paul  Serret  nous  a  adressé  une  démonstration  du  même 
théorème,  très-exacte,  mais  moins  directe  et  plus  compli- 
quée. La  marche  est  inverse.  On  suppose  que  la  conique  est 
une  ellipse ,  et  on  prouve  qu'elle  a  tous  ses  points  dans  l'inîé- 
rieur  d'une  parabole  et  hors  de  l'autre.  Les  discussions ,  d'ail- 
leurs bien  faites,  sur  les  positions  respectives  de  diamètres 
conjugués  dans  les  trois  coniques,  amènent  des  longueurs  que 
l'on  évite  dans  la  méthode  que  nous  avons  suivie  (*).     Tm. 
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sur  laquelle  0!i  possède  déjà  divers  essais ,  mais  qui  ne  pourra 
<i!re  eomplèie  que  lorsqu'on  aura  analysé  les  principaux  ou- 
vrages composés  sur  celte  science,  chez  les  peuples  qui  l'ont 
cultivée.  Ce  sérail  une  erreur  de  croire  qu'il  règne  là-dessus 
une  parfaite  uniformité  ;  elle  n'existe  même  pas  pour  le 
nombre  des  règles  fondamentales.  Nous  en  admettons  quatre 
et  les  Indiens  en  comptent  huil.  Ainsi  le  premier  chapitre  an 
Lilavati  est  une  exposition  du  système  des  mesures,  des  poids 
et  des  monnaies,  et  le  deuxième  chapitre  contient,  outre  la 
numération  décuple^  nos  quatre  règles  et  ensuite  les  quatre 
suivantes  :  élévation  au  carré,  extraction  de  racines  carrées; 
élévation  au  cube ,  extraction  de  racines  cubiques.  On  re- 
marque aussi  des  différences  dans  quelques  procédés.  On 
devra,  pour  que  ces  analyses  aient  un  intérêt  vraiment  his- 
torique, distinguer  les  ouvrages  purement  didactiques  de 
ceux  qui  ayant  un  but  spécial ,  onl  aussi  une  marche  spé- 
ciale. Les  premiers  seuls  donnent  une  idée  juste  de  l'état  com- 
plet dos  connaissances  à  Tépoque  de  leur  composition,  tandis- 
que  les  autres,  d'une  utilité  détenninée,  n'ont  ainsi  qu'une 
portée  restreinte,  adaptée  à  l'objet  qu'on  a  en  vue.  Tel  est 
le  Cours  actuel  dont  le  titre  annonce  le  but  spécial  et  qui  est 
encore  mieux  expliqué  dans  ces  paroles  de  l'avant-propos  : 
«Exposer  l'arithmétique  d'une  manière  rationnelle  et  mé- 
"  thodique,  mettre  entre  les  mains  des  élèves  un  cours  écrit, 
>'  complet  au  point  de  vue  des  examens,  et  dans  lequel  tout 
»  fût  à  étudier ,  tel  a  été  le  but  que  je  me  suis  proposé.  »  Le 
succès  que  louvragc  a  acquis  depuis  sa  récente  apparition, 
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et  les  suffrages  flatteurs  que  les  hommes  corapélenls  lui  ont 
accordé  ,  montrent  mieux  que  tous  les  raisonnements ,  que 
l'auteur  a  atteint  son  but.  Le  fond  étant  irréprochable,  nous 
sommes  réduit  le  plus  souvent  à  de  minutieuses  observa- 
tions sur  la  forme. 

L'ouvrage  est  divisé  en  deux  parties,  suivies  d'un  ap- 
pendice. 

La  première  partie  ,  qu'on  a  ouhWé  d'intituler^  contient, 
outre  les  notions  préliminaires ,  sept  chapitres,  et  une  por- 
tion du  huitième  appartient  à  la  deuxième  partie,  intitulée 
application  ;  coupure  qui  ne  semble  pas  convenable. 

Dans  les  notions  préliminaires  (p  2)  l'auteur  dit  qu'il  par- 
lera plus  tard  des  nombres  fractionnaires  et  incommensu- 
rables. Alors  pourquoi  en  parler  maintenant?  Même  l'épi- 
thèîe  de  nombre  entier  ne  doit  être  employée  que  quand  on 
Csl  arrivé  aux  fractions  ;  c'est  là  sa  véritable  place. 

Ecriture  d'un  nombre  (p.  7),  c'est-à-dire  la  manière  d'é- 
crire un  nombre.  On  a  omis  de  dire  que  la  /î^me  tranche  ter- 
naire porte  pour  nom  le  quantième  n — 2  latinisé  avec  la  ter- 
minaison en  illion.  Ce  n'est  qu'au  moyen  de  cette  convention 
qu'on  peut  lire  et  écrire  les  grands  nombres,  par  exemple , 
avec  148  chiffres.  On  peut  aussi  dans  ce  cas,  comme  failAr- 
chimède  dans  son  Arénaire(I,  p.  515),  adopter  des  ordres  qui- 
naires, décennaires,  etc.  Cette  observation  est  d'une  immense 
importance  pour  les  candidats  à  l'École  Polytechnique. 
En  1847,  un  élève  qui ,  d'après  notre  appréciation  pcrson- 
.nelle,  méritait  d'être  admis  au  moins  dans  les  dix  premiers, 
a  été  déclaré  inadmissible  pour  n'avoir  pas  su  lire  assez 
promptement  un  grand  nombre  d'après  la  méthode  de  I  exa- 
minateur. Ce  résultat  ii'a  rien  de  surprenant  pour  ceux  qui 
connaissent  le  cœur  humain.  Lorsqu'au  tribunal  d'un  exa- 
men ,  le  candidat  se  montre  supérieur  au  juge,  sa  cause  est 
perdue. 
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Soustradioti  (p.  \2).  On  trouve  à  la  On  de  l'opéraCion 
(p.  15),  un  (hëorème  donl  on  a  besoin  pour  la  commencer. 

Maltiplicalion  (p.  15).  «  Ln  mulliplicalion  de  deux  nom- 
>'  brcs  entiers  a  pour  but  de  trouver  un  troisième  nombre, 
»  composé  d'autant  de  fois  le  premier  nombre  donne  ,  qu'il 
»  y  a  d'unités  dans  le  second.  » 

Cette  définition,  calquée  sur  celle  d'Euclide,  est  plus  claire 
et  s'adapte  à  la  multiplication  fractionnaire.  En  débarrassant 
cette  définition  d'une  locution  vicieuse,  elle  devient  très- 
bonne.  On  peut  dire  :  la  multiplication  est  uneopéralion  dont 
le  but  est ,  etc. 

Les  principes  relatifs  à  la  multiplication  (p.  21)  ne  me  sem- 
blent pas  être  exposés  d'une  manière  méthodique  et  claire^ 
tellement  que  l'auteur  lui-même,  dit  à  la  fin  :  «  Cette  dé- 
»  monstration  ne  semble  pas  comprendre  le  cas  de  deux  fac- 
teurs fp.  24).  >  N'est-ce  pas  par  là,  dût-on  faire  comme  tout 
le  monde,  qu'il  fallait  commencer  ? 

Division  (26).  Très-bonne  théorie  délayée  en  cinq  pages 
sans  compter  de  longues  notes  au  bas  de  ces  pages.  On  fait 
usage  de  signes  qui  n'ont  pas  été  expliqués.  Pourquoi  n'avoir 
pas  mis  ces  signes  au  commencement  de  l'ouvrage  ?  . 

Divisibilité  des  nombres  (p.  40).  Le  nombre  2  doit  élre 
mentionné  expressément  parmi  les  nombres  premiers.  Les  ca- 
rac/èresdc  divisibilité  sont  des  conséiiuences  immédiates  des 
résidus  de  la  progression  décuple,  base  de  la  numération,  etc. 
C'est  donc  à  cette  théorie  des  résidus  qu'il  convient  de  ratta- 
cher la  divisibilité;  alors  tout  devient  général,  facile  cL 
simple,  et  certes  il  ne  faudrait  pas  quatre  pages  (56  à  60)  pour 
établir  la  divisibilité  du  seul  nombre  11. 

La  suite  des  nombres  premiers  est  illimitée  (p.  51).  S'il  y 
avait  un  dernier  nombre  premier,  le  produit  continuel  de  1  jus- 
qu'à ce  dernier  nombre  et  augmenté  d'une  unité,  serait  évi- 
demment un  nombre  premier,  ce  qui  implique  contradiction. 
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Table  des  nombres  premiers  (p.  52)  d'après  le  crible  d'Era- 
Coslhène. 

Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  (p.  54).  Très- 
complète.  Les  noms  que  portent  certains  nombres,  tels  que 
raulliplicaride ,  multiplicateur,  diviseur,  etc.,  provenant.de 
l'usage  le  plus  fréquent  auquel  servent  ces  nombres,  ne  pour- 
rait-on pas  dénommer  de  même  le  plus  grand  commun  divi- 
seur, de  son  usage  le  plus  fréquent ,  qui  est  de  simplifier  les 
rapports,  et  le  nommer  le  simplificateur  ?  Par  là  on  abrégc- 
raitle  discours  et  l'on  éviterait  une  abréviation  disgracieuse. 

Théorème.  Tout  nombre  premier  absolu  qui  divise  un  pro- 
duit doit  diviser  au  moins  un  des  facteurs  de  ce  produit  (p.  6 1  ) . 

On  donne  pour  raison  que  s'il  ne  divise  pas  un  facteur  en 
divisant  le  produit,  il  doit  diviser  l'autre  facteur.  Il  y  a  ici 
quelque  omission. 

Décomposition  d'un  nombre  en  ses  facteurs  premiers  (63  à 
76).  Est  donnée  avec  un  développement  tel  qu'il  ne  reste 
rien  à  chercher  aux  élèves. 

On  lit  à  la  page  86  un  théorème  sur  l'addition  de  fractions 
égales,  terme  à  terme.  C'est  le  théorème  connu  que  dans 
une  proportion  géométrique  la  somme  des  antécédents  esf  à 
la  somme  des  conséquents  comme  un  antécédent  est  à  son 
conséquent,  et  qu'on  démontre  de  nouveau  à  la  page  197. 
C'est  une  observation  utile  (p.  91),  qu'on  n'a  la  certitude  d'a- 
voir le  plus  petit  dénominateur  commun  possible  de  plusieurs 
fractions  que  lorsque  chaque  fraction  est  irréductible.  11  y 
a  là  deux  fautes  typographiques  indiquées  dans  l'errata  et 
une  troisième  qui  est  omise.  A  la  ligne  10  en  remontant ,  au 

lieu  de  — ,  il  faut  lire  — . 
52  52 

La  théorie  des  fractions  ordinaires  est  complète  et  ne  laisse 
aucune  question  d'examen  sans  réponse  ;  elle  termine  le  qua- 
trième chapitre. 

ÀKX.   DB   MlTHKM.     VII.  8 
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Le  cinquième  renferme  les  fractions  décimales.  Nous  re- 
commandons de  rechef  aux  élèves  la  leclure  des  fractions 
décimales  à  figures  nombreuses  ;  on  les  lit  comme  s'il  s'agis- 
sait d'un  nombre  entier  ;  ensuite,  pour  connaître  la  dénomi- 
nation, on  ajoute  mentalement  un  chiffre  de  plus  à  gauche  ; 
on  cherche  d'après  la  règle  donnée  ci-dessus  (p.  1 11)  le  nom  de 
la  dernière  tranche  à  gauche,  et  à  la  terminaison  en  illion  ^ 
on  substitue  celle  en  illionième.  L'oubli  de  cette  règle  a  eu 
maintes  fois  une  influence  funeste  sur  le  sort  des  candidats. 

La  théorie  des  fractions  périodiques  satisfait  à  toutes  les 
exigences.  Si,  comme  nous  avons  dit,  l'on  donnait  les 
propriétés  des  résidus  de  la  progression  décuple,  on  en 
déduirait  d'abord  la  théorie  de  la  divisibilité ,  et  ensuite 
aussi  facilement  le  théorème  de  Fermât ,  dont  les  fractions 
dites  périodiques  sont  une  conséquence  immédiate.  Mais  cela 
rendrait  toutes  ces  théories  trop  générales,  trop  courtes, 
trop  faciles  :  trois  inconvénients  graves,  que  nos  auteurs  d'é- 
léojents  évitent  avec  raison;  car,  pour  donner  de  l'activité  a 
l'esprit  des  étudiants ,  il  faut  des  discours  longs,  des  raison- 
nements embarrassants.  Il  est  même  singulier  qu'on  n'ait  pas 
encore  donné  ces  deux  précieuses  qualités  à  l'addition  des 
nombres  entiers.  Cela  viendra  peut-être  5  il  ne  faut  jamais 
désespérer  du  progrès.  [La  fin  prochainement.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  161  (l.  VI,  p.  272). 

SfAB.  SI.   tKEZaTIOK. 
élève  en  spéciales  (  classe  de  M.  Richard  ). 


Soient  A  et  A'  deux  points  d'une  cllip.sc,  AN,  A'N  deux 
normales  se  rencontrant  en  N  ,  n  cl  n  les  grandeurs  de  ces 
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îiormales,  p  et/j'  les  distances  du  contre  aux  tangentes  pas- 
sant par  A  et  A',  d  le  demi-diamètre  parallèle  h  la  corde  A  A', 
on  a  :  1"  fip-{-n'p'=2d^  ;  T  si  l'on  mène  les  deux  autres 
normales  passant  par  N,  on  a  np-\-iip'Arrî'p'-\-n"p"=^^<^Vi- 
stante  ;  3°  si  A'  se  réunit  à  A  ,  on  a  np  —  d\  où  ji  est  le 
rayon  de  courbure  ;  4° celte  dernière  expression  s'applique  au 
rayon  de  courbure  d'une  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde, 
d  étant  le  demi-diamètre  parallèle  à  la  tangente.  (Joachims- 
thal). 

Je  ne  démontre  que  les  trois  premières  parties. 

I.  Soient  [x\  y),  (a:",  y")  les  coordonnées  des  points  A 
«t  A'  ;  m  étant  le  coefficient  angulaire  du  diamètre  dont  la 

longueur  est  2fi?,  ^' =  — ,    aT/,      (^'    ^  représentent  les 
a  m  -\-b 

b\x'-\-x") 
tlemi-axcs  de  l'ellipse),  ou,   comme    /«  = ■,    ,  , — —  , 

«  (jr  +y  ) 

2^  =       ;,r7ya    r T,  I     ,T„      J  on  a  les  équations 
a  b  -{-0  X  X  -\-ayy' 

.cY-\-  2iVe^3-f  i,.  {a\'^  hY-.ci)y—2b''c'py  —  b'^'=  0  ; 

c*x'>  —  2aV«.r'-f-  a'  {a'a'-\-by  —c'')x''  -j-  2aic'ar~  a'a'  =  0 

(voyez  t.  VI,  p.  367); 

_  b'{x'-\-x")  _  a'^yy 

~~  a,\r'^y")  ~   b'^x'x"  ' 

dans  lesquelles  a,S  représentent  les  coordonnées  du  point  N. 
Si  l'on  combine  l'une  des  équation? 

avec  la  relation 

6'(x'+x")  _   a\yy 
""  a\y'-\-y")  "~    b^Bx'x"  ' 
on  arrive  à 

b'c'x'x"  (x'+  x")  a'cyy'iy'-j-y') 
-:  13=  ■ 


a'[a'b'+b'x'x"-}-ayy'y  '  b*{a'b'+b'x'x"-\-ayy"y 
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II.  1*  Abaissant  du  contre  de  l'ollipse  O  les  perpendicu- 
laires OP,  OQ  sur  les  normales,  on  a  AP=^;  \'Q=p'.  Le 
cercle  dont  ON  est  le  diamètre  passe  par  les  points  P  et  Q, 
et  les  puissances  des  points  A  et  A'  par  rapport  à  ce  cercle 
sont  précisément  les  valeurs  de  iip  et  n'p'.  Or  l'équation  du 
cercle  est  x* — aj:-\--y—'^y=0;  donc  les  puissances  seront 
égales  à 

np+n'p'=ix'-}-j:"y-\-iy-{-yr-<^'+^n-Hy+y')' 

Cette  expression  devient ,  en  mettant  pour  a,p  les  valeurs 
indiquées  ci-dessus,  et  réduisant  au  même  dénominateur. 

My+y'n^'b*-^^'i^yy'+à'aix'x"-i-a''cyy')- 

—2  {x'x"  -f  yy')  d'b'  {a'b'  -f  b'x'x"  +  ayy') 

a'bXà'b'-\-b'x'x"-\-ayy') . 

Le  dénominateur  étant  celui  de  2^?%  au  facteur  a^b^  près, 
il  faut  prouver  que  le  numérateur  est  égal  à 

a^b'[aKy-{-yr+bi{x'^x"n. 

Ce  numérateur,  par  des  réductions  évidentes  ,  se  trans- 
forme en 

a'^b'  {x'  +  x"  Y  +  a*b*  {y  y  y  +  2  (  b'x'x"  +  a^yy) 

ia'b*+b'x'x"'^-ayy')-2a'b'{a'b'+b'x'x"+ayy'){x'x"+yy') 
=  2{a'b'-\-b'x'x"  -\-ayy')  (6Va:"-f  ayy  —  a'b*x'x"- 

-a'byy')-^a'b*{x'-{-x"r-\-aibHy+yy.: 
=  2(a-6')  {ayy—b'x'x")  {a*b^-b'x'x"-^ayy)  + 

^a'b\x'-{-xy-\-a'b\y-\-yy.  •  ■ 

=  'îa'b'{a'—b')  {ayy'—b*x'x")  +  2{a'—b')ia*b'^—a'b'x"^ 
,-a*b*x"')'{^a*bi{x'-\-x"y-\-a*bHy-^y)\ 

parce  que 

ay'  .  ay''={a'b'—b'x")  (a'b' ~b\r"'). 
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Occopons-nous  du  facteur  de  a'6%  qui  est 

=  '2ayy'-\-2b*x'x"-\-2a'^b'  —  a'b'x"—a'b'x"'-'2a'b'  -\- 

-{-2b^x'-\-2b'a:"'-{-a'by"-^a'by'' 
=  bXx'-^xy+2aVy'+2a'^b''-a'b'-\-ay'—a*b'  -f 

-|_  ay—  2a'b'-\-  bWx"-\-ay'')-\-  6'(6'x'"-f  «>"  «  = 
=6H-r'-{--^'T+«*b'+y'T...  c.  q.  f.  d. 
Remarque.  Soient  /,  i'  les  angles  NAF,  NA'F,  F  étant  le 
foyer.  Substituant  pour/?, ;>',  a cosi,  acosi'   dans  l'égalité 

np-\-n'p'=:2d' ,   il  -vient  ncosi-^  n'cosi' :=  2  — .    On    a 

donc  ce  théorème  : 

«  La  somme  des  lignes  obtenues  en  projetant  les  longueurs 
de  deux  normales  comprises  ev,tre  leur  point  de  concours  et  les 
points  où  elles  rencontrent  rectangulairement  l'ellipse,  sur 
les  rayons  vecteurs  de  ces  points ,  est  égale  à  la  corde  focale 
parallèle  à  la  droite  qui  les  joint.  » 

Si  les  deux  points  sont  symétriques  par  rapport  au  grand 
ou  au  petit  axe,  on  obtient  la  projection  de  la  normale  ter- 

minée  au  grand  ou  au  petit  axe  l—,a\, 

2°  np-\-np-\-n'p"-\-n"p'" .   Soient  B,  B'  les  deux  autres 
])oints  dont  les  coordonnées  seront  {x,y^  {x^y^. 
Celte  somme  égale 

={x'^a:"+x,-\-xy-2?,{x)-{.{y+y')+yA-yr- 

2P,(j')-a(ar'+x"+j:,+.r,)-S(y+y'+j-,4-j',); 

et  Ton  n'a  plus  qu'à  porter  les  valeurs  des  sommes  ei  des 
produits  tirés  des  équations  c^o-^— ,  etc.,  etc.-,  cy'-\-.  etc  , 
etc.  Lcrésulliil  tinal  est  2(a*-|-6').  Ainsi  t^' étant  le  demi - 
diamètre  parallèle  à  BB',  on  a  ^'-ftf'  =«'-j-6'. 
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Remarque.  «  Les  quatre  lignes  obtenues  en  projetant  tes 
longueurs  de  quatre  normales  comprises  entre  leur  point  de 
concours  et  les  points  où  elles  rencontrent  rectangulairement 
la  courbe,  sur  les  rayons  vecteurs  de  ces  points,  est  con- 
stante. »  .  ' 

3°  Si  les  deux  points  A,  A'  se  confondent,  2np  =  2d'i 
np=d},  n  représentant  le  rayon  de  courbure.  Cette  valeur 
n'est  autre  que  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Abel  Transon 
(voir  t.  III,  p.  596).  Remarquant  que 

b'  ^' 

a  =  — — ,  p  z=a  cos  i ,  on  a   «  = 


COS  I  acos^'i 

(ce  qui  est  la  valeur  donnée  par  un  abonné,  t.  IV,  p.  256). 
Note.  Une  démonstration  plus  directe  du  beau  théorème 
de  M.  Joachimsthal  est  à  désirer. 


NOUVEAUX  THÉORÈMES  ALGÉBRIQUES 

relatifs  au  système  de  deux  équations  entre  deux  variables. 

Par  M.C.  G.J.JACOBI,  professeur  ordinaire  de  matbémaiiques ,  à  Kœnigtberg. 
(  CrelIe,XlV,  281,  i835.  ) 


I. 

De  tous  les  théorèmes  qu'on  donne  dans  les  éléments  d'aî- 
5,'èbre,  il  en  existe  à  peine  un  seul  plus  utile,  principalement 
tians  les  équations ,  que  le  suivant  ; 

•  X  étant  une  fonction  rationnelle  entière  de  x  ,  on  a 
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»  si  on  élend  la  somme  à  toutes  les  racines  de  l'équation 
«  X=:0,et  si U  est  uneaulre  fonction  quelconque  rationnelle 
"  et  entière  de  x,  d'un  ordre  inférieur  de  deux  unilés  à  la 
»  fonction  X.  » 

Dans  ce  qui  suit ,  nous  démontrerons  comment  on  étend 
ce  théorème  au  système  de  deux  équations  algébriques  entre 
deux  variables.  Soient^,  f  des  fonctions  rationnelles  entières 
de  X  et  de  y,  qui  montent  respectivement  au  p^*"^  et  vè»»» 
degré.  Supposons  que  w  soit  le  degré  des  équations  finales  qui 
proviennent  de  l'élimination  de  l'une  et  de  l'autre  variable 
des  équations  y=0,  !p=0. 

Soient  ces  équations  finales  : 

X=0,  Y=0, 

l'une  en  x-  et  l'autre  en  y.  Supposons  de  plus  que  M,  N,  P,  Q 
soient  les  fonctions  multiplicatrices,  les  plus  simples,  ration- 
nelles, onlicres,  au  moyen  desquelles  on  obtienne  iden- 
tiquement : 

M/-{-N<p  =  X, 

P/-fQ<p  =  Y; 

soit  enfin  MQ— NP=V, 

nous  désignerons  par 

une  fonction  rationnelle  entière  eu  a-  et  ^  dans  laquelle 
x^,  y  fi  sont  les  plus  hautes  puissances  de  jc,  y  qui  se  trouvent 
dans  cette  fonction,  et  soit 

f=[x-,y^],  <iz=[xy,y^]. 

On  aura  ,  d'après  les  principes  algébriques  connus  ; 

M=[.r«'-«,  y^-']  ;  N=  [x^—t^yÂ-'] 
P=  [xi'\y^-t^  ;  Q=  [x=<-',  y^-^] , 

d'où  V  =  MQ  —  NP  =  [x^  -■,  j^«-'] . 
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Or  M  t'I  P  sont  de  degré  w — [x,  et  Iv,  Q  do  degré  w  —  v, 
donc  V  est  de  degré  2  iv — (j.— v. 

Supposons  que  x=x, ,  y=y,  ;  x= .r, ,  jK=ra  ; x=x« , 

^==>'«)  soient  les  racines  simultanées  des  équations 

Toutes  les  fois  que  x=j:m ,  y=j„ ,  ^  n'étant  pas  égal  à  n, 
satisfait  aux  équations  X  =  M/-f- Ny  =  0 j  Y=Pf-{-Q<f  =  0, 
mais  pas  aux  équations, /=0,  ^=0  comme  de  ces  équations, 
on  déduit  V/=0;  V?=0;  donc  V=0. 

«Vm,  ndcsignant  la  valeur  que  prend  l'expression  MQ— NP, 
»  en  posant  en  même  temps  x=Xm,  jr=^n'  lorsque  /«  et 
»  n  seront  différents,  on  aura  Vm»i  =  0,  ou  bien  V  s'éva- 
»  nouira  pour  toutes  les  racines  des  équations  finales  qui  ne 
»  sont  pas  racines  simultanées  des  équations  proposées.  » 

Différcntianl  par  rapport  à  a  et  à  ^  les  identités 
My-f-N(p=X;  P/-l-Qy=Y,  et  mettant  après  la  différentia- 
tion  les  racines  simultanées  des  équations  y=0,  <g=0,  il 
vient: 

M/'(x)+Ny'(-r)=X';  P/'(x)-fQ?'(-r)=0, 
M/'(^)+Nï'(j^)=0;P/t>)+Q<p'(r)=y'. 

Posons  pour  abréger  : 

/'(^)?'(r)-?V')/'(j)  =  R: 

il  vient  :      R.  M  =  4-X»,  R.  P=  -Y'/f^t) , 

R.  N=-X'/V,  R.  Q=+Y'/'(J), 
d'où  RY  =  X'Y'. 

Nous  voyous  donc  qu'en  substituant  dans  V  les  racines 

simultanées  des  équations,  on  obtient  le  mémo  résultat  que 

X'  Y' 
si  l'on  substitue  ces  valeurs   dans  rexprcssion  ,  ou 

désignant  ftarX'm,  Y'^^,  Rm  les  valeurs  que  prennent  X',  Y', 
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Il  pour  les  racines  simultanées  xm,  jKm  àvs  équations  y=0, 

Xf    \i 


(p=0,  on  obtient  Vot,  m  : 


II. 


Dans  l'expression  V,  les  variables  x,  y  pris  séparément 
montent,  comme  nous  avons  vu  ci-dessus,  au  degré  w — 1, 
par  conséquent  à  un  degré  moindre  d'une  unité  que  dans  X 
et  Y  qui  sont  de  degré  w.  On  aura  par  la  théorie  de  la  dé- 
composition des  fractions  rationnelles 


La  somme  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  des  indices 

m,  n  comprises  dans  la  suite  1,2,3 w;  mais  dans  les 

w'  expressions  que  la  somme  comprend ,  toutes  celles  dans 
lesquelles  m,  n  sont  diverses  s'évanouissent,  comme  il  a  été 
dit  ci-dessus  -,  il  ne  reste  donc  que  les  termes  ou  m=n\  d'où 
l'équation  précédente  se  change  en  celle-ci  : 

V  Vm,  m  1 

X  Y        X'm,  Yff»  (-r — Xm)  iy—Jm)      '  Rm  [x—Xm)  (jT—ym) 

C'est  une  équation  trés-remarquable. 
On  en  tire  : 

V=— (^— X,)  {x—x,)...{jc—xu) {y— y,) (y—yi)-..iy—ym) 
4-]^  (-3^— -^J  i^—y)--  i^—^w)  {y— y.)  ir—j'-ù-  iy—yic) 

etc., 

en  supposant  toutefois  qu'on  ail  rendu  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puissance  de  x  dans  X  et  de  ^  dans  Y  égal  à 
l'unité. 
Soit  U  une  fonction  rationnelle  entière  de  x  et  de  y  et 
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Vm  la  valeur  de  U  pour  x=xm:,  y=ym\  on  peut  poser 
U  =  U„  +  W  [x-xm )  +  W'  ( y-ym) ,  W  et  W  étant  des 
fonctions  de  a:,  y  rationnelles  et  entières. 
D'où 

U  _  Um  W  W 

{x—xm  )  [y— y  m  )  ~~  {x—JCm  )  {y— y  m  )     y— y  m     X—Xm. 

Développons  ces  diverses  fractions  selon  les  puissances 
descendantes  de  x  et  àey  ;  la  première  fraction  du  second 
membre  est  la  seule  dans  ce  membre  qui  fournisse  des  puis- 
sances de  X  multipliées  par  des  puissances  de  y^  elles  sont 
donc  les  mômes  que  celles  qui  sont  données  par 

U. 

[x—xm)  [y—ym)' 

donc,  en  développant  l'expression 
UV  U 


XY         Rm  {X — xm)  [y— y  m) 

selon  les  puissances  descendantes  de  x  etdejK,  les  termes  prove- 
nant de  la  multiplication  des  puissances  négatives  de  x  parles 
puissances  négatives  de  j  sont  les  mêmes  qu'en  développant 

Um  U,  ,  U, 

ï = : 1 

ï{m{x—xm)  {y— y  m  )    R,  {jc—x)  {y—yù    R,  (  j:— ^J  (  r—yù , 

UV 

ou  bien  dans  le  développement  de  ^^nçr  le  coefficient  de 

x—^y-'^-^  est       B       +-^^+--         R 

d'où,  en  posant  U=R, 

en  développant  suivant  les  puissances  descendantes  de  x 

RV 
et  de  y  l'expression  ^^r^,  le  coeflicienl  du  terme 

j:-(«+i}  ^-(/3+i^    est    X,  «^, /'  -f  a-,  «  >-/ Xu,«  y^   . 
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Ce  qui  précède  peut  servir  à  trouver  la  valeur  des  expressions 

laquelle,  lorsque  ni  a  ni  p  ne  sont  nuls,  se  trouve  pénible- 
ment par  les  méthodes  ordinaires. 

III. 

V  ne  peut  monter  qu  au  degré  2w — fx — v  ;  XY  est  de  degré 

V 
2w  ;  donc  -^r-  ne  peut  monter  qu'au  degré  —  (p-f-v)  ;  le  terme 

général  du  développement  est 

par  conséquent  ce  terme  est  nul   toutes  les  fois  qu'on  a 

a+p -|-2<.(x4-v;  delà: 

Théorème. 

Soient  5 ,  f  des  fonctions  quelconques  rationnelles  en- 
tières; soient  x=jc„  x=z3c^...x=xu:\y=^}\,  y"=y\-'y=yv:^ 
toutes  les  racines  simultanées  des  équations  y=0,  <f=0, 
soit  ensuite  Rm  la  valeur  de  l'expression 

-^WT  x=xm, y=ym-;  alors  l'expression 


R.       '       R,       '         ■  ■       Ri 


=0, 


a  et  p  désignant  des  nombres  entiers  positifs  dont  la  somme, 
augmentée  de  deux  unités,  est  moindre  que  la  somme  des 
degrés  des  équations  /'=0,  cp=:0.  ' 

De  là  cet  autre  théorème  : 
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Théorème. 

Soient  f,  <f  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  ^,  ra- 
tionnelles et  entières;  soit  F  une  autre  fonction  quelconque  des 
mômes  variables,  rationnelle  et  entière,  et  d'un  degré  moindre 
de  trois  unités  que  les  sommes  des  degrés  de^ et  de  ^,  alors 

2 :=  0, 

f'xrf'y—f'jrtf'x 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  de  x  et  de 
y  qui  sont  racine  simultanées  des  équations y=0,  (p=0. 

Nous  donnerons  un  seul  exemple  pour  confirmer  ce  re- 
marquable théorème.  Soient  y,  <p  du  second  degré  ;  dans  ce 
cas ,  on  peut  déterminer  la  constante  ). ,  de  manière  que 
f-\-  )o  puisse  se  décomposer  en  deux  facteurs  linéaires,  et 
cela  de  trois  manières  ,  par  les  trois  racines  de  l'équation 
cubique  dont  dépond  la  valeur  de  >  ;  soient  >',  )/'  deux  de  ces 
valeurs  diverses,  et  soit  Tz-=/-\-\'oz=tu ;  (b=f-\-\"tû=:ifw, 
r,  M,  t' ,  w  désignent  des  fonctions  linéaires.  Les  racines  des 
équationsy=  0,  <p=.0  sont  les  mêmes  que  celles  des  équa- 
tions 7:=o,  41=0 ,  qui  peuvent  se  décomposer  en  ces  quatre 
systèmes  d'équations  linéaires  : 

1)  f  =  0,  i^  =  0;  d'où  suit  a'=jr,,  j'=r^.  ; 

2)  t  =  0,w=Oi  x=x^,  y=y,; 

3)  ur=0,  t'=0,  x=x,,  y=^y^) 

4)  u=  0 ,  w=0 ,  xz=x^ ,  yz=y^  ; 

d'où  s'ensuit  -. 

t  =a[x{y—y:)—y(^x—x;)-]rx,y—y,x^ 

W=8[x{y—y^)  ~y[x—x^)  -f  j:.  y^—y,x^] 
«,  P,  7,  0  étant  des  constantes. 
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Posant ,  pour  abréger, 

on  en  déduit  : 

dt    dv  dt  dw 

dx   dy  dy   dx 

dt  dw  dt   dw 

dx  dy  dy  dx  ^ 

dudv  du    di> 

dx  dy  dy   dx  ' 

du  dw  du   dw 

dx  dy  dy    dx  '' 

Ainsi    Tz'{x)^'{y)~-Tz'{y)^'{x)  =  ~xy\uw-{-oirJii^ui>  -f- 
+p^i.jw-^pS\ti^={l"--k')  [/'x<f'y^f'y<f'x]  =  (X"-);)R 

11  faut  observer  que 

X,  y,  f,  u,  V,  w 

prennent  simultanément  les  valeurs 

•2^3,^3,  — «\,  0,  —  ^^, 
•^4.^4r+«^,  0,— vA„0. 

On  a  donc  : 

X"— a' A,  A3  A^  A3  A^  A,  _  A^  A,  A,  A,  A,  ^^ 

a(37^~~     R,  r7~  ^      R3       ~      R,     * 

D'après  le  théorème,  on  doit  avoir  : 

1-4-  ^    4-J-  -U  —  — 

t+^,  +  ïï;  +  s:  =  «' 
r:+r:  +  r;  +  r;=^ 
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Substituant  h'S  valeurs  do  R,,  R^jR,,  R^il  vient  les  identités 
évidentes  : 

•2^.  ^.  +  -2^,  A.  +  0-3  A3  +  x^  \  =  0, 
Kœnigsberg,  13  juin  1835. 

Note.  Tous  les  géomètres  connaissent  le  beau  mémoire 
analytico-géoraétrique  de  M.  Liouville,  relatif  à  ces  théo- 
rèmes de  iM.  Jacobi  {Journ.  de  mathém.,  VI,  p.  345.  1841). 

ANNONCE. 


Complément  des  éléments  d'arithmétique ,  comprenant  la 
théorie  des  nombres  négatifs  ;  divers  problèmes  et  théo- 
rèmes relatifs  aux  quantités  cfimmensurables  ;  le  binôme 
de  Newton  ;  le  calcul  des  probabilités;  la  théorie  des  limi- 
tes; la  théorie  des  nombres  incommensurables  ;  les  frac- 
tions continues  ;  la  théorie  des  logarithmes  considérés 
comme  exposants,  et  la  théorie  des  approximations  numé- 
riques ,  par  E.  Lionnet ,  professeur  au  lycée  Descartes  , 
in-8",  1848  ;  chez  Dezobry,  rue  des  Maçons-Sorbonne,  1 . 
Prix  :  2  fr.  50  c. 
La  seconde  édition  de  l'arithmétique  du  même  auteur  et 

augmentée  d'une  table  de  matières ,  vient  de  paraître. 

SOLUTION  DE  LA  QUESTION  177. 

FAR  m.  IXGALI.AIS  , 

Élève  du  Collège  militaire  de  La  Flèche. 


Donner  une  discussion  complète  du  lieu  géométrique  d'un 
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point  tel ,  que  si  de  là  Von  mène  les  tangentes  à  deux  cercles 
égaux  donnés,  leur  rectangle  soit  constant.  (Strcbor.) 

Commençons  par  chercher  l'équation  générale,  sans  faire 
d'abord  aucune  hypothèse  sur  les  données  qui  sont  le  rajon 
R,  la  distance  des  centres  d.,  et  la  valeur  m'  du  rectangle 
des  tangentes. 

Comme  tout  est  évidemment  symétrique  autour  de  la 
ligne  des  centres  00'  {fig.  18)  et  de  même  autour  de  la  per- 
pendiculaire CY  menée  au  milieu  G  de  00',  je  prends  ces 
deux  droites  pour  axes  de  coordonnées. 

Cela  posé,  soit  m  un  point  du  lieu.  Je  mène  de  ce  point  !a 
tangente  niR  au  cercle  (OR)  et  la  langenle  mR'  au  cercle 
(OR). 

La  condition  du  lieu  est  que  wR.wR"=R\  De  là  je  déduis 

mR\mR'"=mSou  (Ô^T-ÔR')  (Ô^'— cFr'')  = '«*> 

ou[y4-(x-fl^)'-R'j    [^y-f(a:-lrf)^_Rn  =  ^4 . 
OU,  réduisant  les  termes  semblables,  et  ordonnant  par  rap- 

portàjK,j'-+  (2x'-2K-{-'^-iP^y-f.  U'—yy— 

—  ^'Ux'-i-ld']  -|-R4_m''=0. 

Résolvant,  et  effectuant  sous  le  radical  toutes  les  réduc- 
tions, j'obtiens  définitivement: 

y=  (R'— ^^•')  — ^'±  \/d'x^-\-mi. 

La  forme  de  cette  équation  indique  tout  d'abord  la  symétrie 
parfaite  que  la  géométrie  nousadéjà  fait  reconnaître  par  rap 
port  aux   deux  axes  coordonnées.  Puis,  d'x^-{-m''  étant 
toujours  positif,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x,  la  discussion 
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relative  nux  conditions  de  réalité  de  y  doit  porter  sur  la 

valeur  et  sur  le  signe  du  terme  R' — -d\ 

4 

La  géométrie  et  l'algèbre  se  trouvent  donc  ici  parfaite- 
ment d'accord  relativement  aux  points  à  discuter. 

Le  cas  où  les  cercles  sont  extérieurs  sans  se  loucher  se 

1 

traduira  par  <i>> 2 R,  ou  R' c?*<;0;  le  cas  où  ils  sont 

4" 

1 

tangents  extérieurement  par  r/  =  2R ,  ou  R' c^'  =  0  ;   le 

4 

1 

cas  où  ils  se  coupent  par  f^  <<  2  R,  ou  R'  — -  rf'  >»  0  ;  celui 

4 

où  ils  sorti  tangents  intérieurement  par  d=i(i.  Enfin,  il  y 
aura  à  examiner  le  cas  singulier  où  chaque  cercle  se  réduit 
à  un  point,  c'est-à-dire  R=0. 

Ainsi ,  voilà  les  hypothèses  que  nous  allons  examiner 
successivement ,  en  commençant  par  les  plus  remarquables  : 
R=0,  c?=0,  É^<2R,  ^=2R,  ^>2R. 
Premier  cas. 

R=0.  Les  deux  cercles  se  réduisent  alors  à  leurs  centres, 
et  par  suite  les  tangentes  se  confondent  avec  0/«  et  O'm 
(fig.  18),  Le  lieu  demandé  devient  donc  le  lieu  géométrique 
des  points  tels  que  le  produit  de  leurs  distances  à  deux 
points  fixes  soit  constant. 

C'est  la  courbe  connue  sous  le  nom  d'ovale  ou  ellipse  de 
Cassini.  Son  équation,  facile  à  obtenir  directement,  et  qui  se 
déduit  de  l'équation  générale  trouvée  plus  haut  en  y  faisant 

R=0,  et  posant,  pour  simplifier  —  =  D,  est 


le  signe  —  du  radical  ayant  dû  évidemment  être  écarté, 
comme  ne  donnant  aucune  valeur  réelle  de  y. 
Pour  que ^r  soit  réel,  il  fautquex'-f-D'soit<;|/'4DV-f-»i*, 
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ou  x'* — 2D'a'-|-D'' — '«*  <C0.  Y^insi ,  x'  doit  èlrc  compris 
entre  les  racines  de  l'équalion  .v'^ — 2D\r'-)-D''  — /«''=0,  qui 
sont  af  =rD'+m',  .x:J=B'—m\ 

Dans  tous  les  cas,  on  voit  que  la  courbe  est  limitée  en  tous 
sens;  mais  il  y  a  évidemment,  pour  connaître  la  forme 
exacte,  à  examiner  successivement  les  hypothèses  D  «<  /«, 
Tt  =  m^  D  >  f/i. 

Pour  D<</7i,  il  n'y  a  à  adopter  que  la  limite  jt/=D'-|-w%- 
la  seconde,  étant  négative,  doit  être  rejetée.  La  courbe 
ne  rencontre  l'axe  des  x  qu'en  deux  points  situés  de  part  et 
d'autre  de  l'origine  à  une  distance  égale  à  {/D'-^-m"-  ;  elle 
a  pour  centre  l'origine  et  offre  d'ailleurs  une  grande  ressem- 
blance avec  l'ellipse. 

Pour  D;>  m,  les  deux  limites  sont  convenables;  il  y  a 
avec  l'axe  des  x  quatre  points  de  rencontre  déterminés  par 


les  abscisses  x'=±  \/D'-\-/n\  x"=:zh\/l)' — ni';  la  courbe 
n'existe  pas  dans  l'intervalle  des  deux  points  a."  ni  en  dehors 
de  l'intervalle  des  deux  points  x'.  Elle  est  composée  de 
deux  courbes  ovales  égales,  symétriquement  placées  par 
rapport  au  centre. 

Pour  D=:/« ,  x"  devient  0  ,  les  deux  courbes  ovales  vien- 
nent se  réunir  en  passant  toutes  deux  par  l'origine ,  qui  con- 
tinue d'être  un  centre.  Je  ne  m'étendrai  pas  plus  long-temps 
sur  cette  courbe,  qui  est  assez  connue. 

Second  cas. 

d=0.  Les  deux  cercles  se  réduisent  à  un  seul,  et  la 
question  devient  celle-ci  ; 

Trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  un  cercle 
une  tangente  d'une  longueur  donnée  m. 

L'inspection  seule  de  la  figure  (  fig.  18)  montre  que  si  mil 
vst  constant,  om  doit  l'être  aussi ,  et  que,  par  conséquent, 

Ann.  de  Matuém.  Vil.  9 
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le  lieu  cherché  est  une  circonférence  de  cercle  ayant  o  pour 
centre  et  i^K'  -f-  /»'  pour  rayon . 

L'équation  trouvée  ci-dessus  devient,  sous  Thypothèse 
^  =  0, 

:r^+y  =  R^  ±  m'. 

En  prenant  le  signe  + ,  on  a  précisément  le  cercle  qu'in- 
dique la  géométrie. 

Le  signe  — ,  qui  indiquerait  des  points  situés  en  dedans 
du  cercle  primitif  si  R  est  >>  m ,  un  seul  point  si  R  =  /« , 
un  lieu  imaginaire  si  R  est  <<  m ,  doit  évidemment  être 
rejeté  (*). 

Après  cette  rapide  discussion  de  deux  cas  singuliers ,  ren- 
trons maintenant  dans  la  véritable  question,  et  examinons- 
la  sous  trois  hypothèses  différentes. 

Troisième  cas  (fig.  19). 

Les  deux  cercles  se  coupent.  L'axe  des  ^  est  la  droite  qui 

1 
joint  les  deux  points  communs  H  et  H'  {fig.\9)  ;  W —  -  d^ 

est  >>  0,  et  représente  le  carré  de  l'ordonnée  CH  que,  pour 
abréger,  nous  désignerons  par  h.  L'équation  est  donc 


y  =  h'—  x'  ±  \/d'jc'^  m".  (1  ) 

Prenons  d'abord  le  radical  avec  le  signe  -(-. 


Pour  quejK  soit  réel,  il  faut  que  \/d'jc-\-m^  soit  >».r' — h\ 
ou  d-^jc'-^  m*  >  .r<-  2/i'x'-f-  h\ 

Les  limites  entre  lesquelles  il  faut  prendre  x'  sont  four- 
nies par  l'équation 

et  sera  par  conséquent  : 

(')  Ce.  cas  est  .susceptible  d'une  intcrprélation  géométrique.  Tm. 
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ni^>-j-d'h'-\- 


Suivant  qu'on  a  ni'<Cfi\  m"  =  h^^  ni"~^  h\  le  radical  esl 
•<  que  la  quantité  qui  le  précède,  égal  à  cette  quantité ,  plus 
grand  que  celte  quantité. 

Fig.  20.  1  '  Soit  m'<^h\  Alors  les  deux  limites  convien- 
nent :  la  courbe  rencontre  l'axe  des  jc  en  quatre  points  cor- 
respondants aux  abscisses  x  et  x^^.  Donc,  en  prenant,  pour 
représenter  les  valeurs  jc\  les  deux  distances  OQ'  et  OQ", 
pour  représenter  les  valeurs  .r ,  les  distances  OP'  et  OP" 
{fig.  20),  la  courbe  estcona  posée  de  deux  parties  égales,  fer- 
mées, symétriquement  placées  par  rapport  au  centre,  et 
comprises,  l'une  entre  les  parallèles  à  l'axe  des jk  menées 
par  les  points  P^  et  Q, ,  l'autre  entre  les  parallèles  au  môme 
axe  menées  par  les  points  P„  et  Q„.  Dans  chacune  d'elles  on 
découvrira  facilement  les  points  pour  lesquels  l'ordonnée  esl 
maximum  en  valeurs  absolues,  et  qui  correspondent  au  mi- 
lieu des  intervalles  P'Q'  et  V,,Q,.  Ce  sf)nt  deux  courbes  ovales 
pareilles  à  celles  de  la  courbe  de  Cassini  quand  D  est  >>  m  ; 
elles  sont  tangentes  aux  parallèles  à  l'axe  des  ^  aux  points 
où  elles  rencontrent  l'axe  des  ôc. 

2°  Quand  ni"  devient  égal  à  h\  il  semble  qu'il  doive  arriver 
ici ,  comme  pour  la  courbe  de  Cassini ,  que  les  deux  lignes 
ovales  viennent  se  réunir  en  passant  par  le  centre.  C'est  ce 
que  semble  en  effet  indiquer  l'algèbre,  en  donnant  a:,/  =  0 
avec  jc^'  =  2/i'-{-  d\  pour  abscisses  des  points  de  rencontre 
avec  l'axe  des  x.  Cependant  la  figure  montre  que  ni  ce  point 
ni  aucun  des  points  voisins  ne  sauraient  convenir  à  la  ques- 
tion. Nous  allons  voir  qu'en  effet  \û  courbe  ne  passe  nulle- 
ment à  l'origine ,  qui  est  tout  simplement  un  point  isolé ,  et , 
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de  plus ,  que  ,  si  1  on  décrit  une  ellipse  ayant  pour  centre  C , 
pour  grand  axe  2\/2/i'-\-d\  et  pour  petit  axe  2\/2h\  ces 
axes  étant  d'ailleurs  comptés  sur  les  lignesCXctCY,  la  courbe 
actuelle  est  le  lieu  géométrique  des  projections  orthogonales 
du  centre  de  cette  ellipse  sur  toutes  ses  tangentes.  Démontrons 
d'abord  cette  dernière  partie. 
Soit  Ay^-^B''a:^  =  A'B\  l'équation  d'une  ellipse  rapportée 

à  son  centre  et  à  ses  axes  :  Ay,^'  -)-  B'j:.x  =:  A'B'  est  l'é- 

AV 
quatiOQ  d'une  tangente ,  et.x  =:  r— -'  x  celle  de  la  perpendi- 
culaire menée  du  centre  sur  celte  tangente. 
De  ces  deux  dernières  équations  on  tire  : 


y. 


et ,  portant  ces  valeurs  dans  Ay.'-j-  B'x,'  =  A'B",  équation 
de  condition  pour  que  le  point  {x,y^)  appartienne  â  l'ellipse, 
on  obtient  facilement  pour  équation  du  lieu  des  projections 
du  centre  sur  les  tangentes  : 

A:'x--{-v>y  =  {x'^y)\  (2) 

Or,  en  faisant  in'  =  h''  dans  J'équalion  du  lieu  que  nous  dis- 
cutons ici,  isolant  le  radical  et    élevant  au  carré,  on  a 

l'équation 

(2A'+  d')x'^  -ihy  =  (x'-\-yr.  (3) 

Pour  la  rendre  identique  avec  l'équation  (2) ,  il  suffit  de 
faire,  comme  nous  l'avons  déjà  dit ,  B=^|/'2,  A=:K2/i'-}-f/', 
valeurs  très-faciles  à  construire  géométriquement.  L'ellipse 
est  donc  parfaitement  déterminée.  Si  l'on  veut  exprimer  les 
axes  en  fonction  de  rayon,  on  na  qu'à  remplacer  h  par 


V 


d' 

IV —  — .  On  obtient  ainsi  : 
4 

A^  =  2IV-I-  -,         B'  =  2R  —  — 
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On  en  tire  A'-j-  ^*  =■  -R%  ^^ —  lî'  =  <^  •  D'après  ces  dcr- 
niôres  formules,  on  voit  que  la  dislance  des  centres  des  deux 
cercles  est  égale  à  la  demi-excentricité  de  l'ellipse,  et  qu'il 
sera  très-facile  de  décrire  les  deux  cercles  quand  l'ellipse  sera 
donnée ,  de  même  qu'il  l'a  été  de  décrire  l'ellipse  d'après  les 
deux  cercles. 

Voyons  maintenant  la  forme  de  ce  lieu  qui  jouit  d'une 
double  propriété  si  remarquable  {/îg.  21  ). 


Son  équation  est  y  =  Jf —  ^'-f-  Krf'jr'-|-  ^*-  Nous  savons, 
déjà  qu'elle  est  limitée  et  comprise  entre  deux  parallèles  à 


l'axe  desjr  menées  aux  dislances  .r'=:=±  K2/i'-j-^'=±:A. 

Si  nous  faisons  x  =  0 ,  il  vient  y—.zth  [^2  =  dz B. 

On  retrouve  ainsi  pour  points  de  rencontre  avec  les  axes 
les  quatre  sommets  A  ,  A^,,  B^,  B,,  [fig.  5)  de  l'ellipse,  qui 
sont  quatre  points  situés  hors  de  la  courbe. 

Quiind  X-  augmente,  on  ne  voit  pas  bien  d'abord  ce  que 
devient  jK-  Pour  avoir  des  renseignomonts  plus  précis  ,  cher- 
chons l'équation  de  la  tangente  ;  et ,  pour  cela ,  prenons 
l'équation  (3),  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Fi^,y)  =r'  +  2(x'- /Or'+  ^■'-m^+  d')x\    (4) 

De  là  l'on  tire  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente 

tang:.  _  -  —  _  4^3^/,,  (x'_/,^)^^       • 

On  voit  d'abord  que,  pourj'n^O,  tanga— qo,  c'est-à- 
dire  qu'aux  points  A^  et  A^^  la  courbe  est  tangente  aux  paral- 
lèles à  l'axe  des  y,  et  il  est  facile  de  s'assurer  que  cela 
n'arrivera  en  aucun  autre  point. 

Cherchons  maintenant  les  points  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  l'axe  des  x.  Pour  ces  points  on  a  : 

■2x^  -\-  (2y~-  -2/4 '•—  ^';x  —  0. 
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Cela  donne  d'abord  .i  =  0,  ce  qui  dclcrminc  les  points 

B,  et  B^,  ;  puis  x^  =  /i'-j- j' ,  ce  qui  indique  deux  autres 

points  correspondant  à  des  abscisses  égales  de  part  et  d'autre 
du  centre  ,  et  à  des  ordonnées  qui  restent  à  déterminer.  Or, 
en  portant  celte  valeur  de  a'  dans  l'équation  F(a.,^)  =  0  (4) , 
on  trouve  à  accoupler  pour  les  points  où  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  l'axe  des  x  -. 


y  = rr. —  ,         ^ 


Or  d—^h'--  ^  ~*  ,  si  ^R'<:(i"  on  a  la  figure  2t  et 
dans  les  deux  autres  cas ,  la  figure  22. 

3°  m'>./i'.  Alors  il  n'y  a  évidemment  que  deux  points 
de  rencontre  avec  l'axe  des  .r  ,  et  la  courbe  est  tout  entière 
comprise  entre  les  parallèles  à  l'axe  desj'  menées  parées 
points.  En  continuant  la  discussion ,  ou  repasse  par  les  mêmes 
alternatives  et  on  arrive  définitivement  à  la  ïnême  forme  de 
courbe  que  pour  in  =  h' . 

4°  Il  reste  à  examiner  l'équation  (1)  en  prenant ^''=A' — 
—  x" —  V d''x^-\-  m''.  Pour  tiC  supérieur  ou  égal  à  h\  y  est 
imaginaire,  il  n'y  a  pas  de  lieu  géométrique.  Pour  m'^<ih^y 
on  trouvera,  comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  un  lieu  illi- 
mité dont  les  points  les  plus  rapprochés  des  cercles  en  sont 
trop  éloignés  pour  convenir  à  la  question  géométrique;  ou 
une  ligne  ovale  passant  par  les  points  de  rencontre  des  deux 
cercles ,  comprise  tout  entière  dans  l'intérieur  de  la  figure 
qu'ils  déterminent,  et  ne  donnant  encore,  par  conséquent, 
aucune  solution  géométrique.       (  La  fin  prochainement.  ) 
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THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  SPHÉRIQUE. 

PAR  M.  STREBOR. 


Une  ellipse  sphérique ,  dont  les  demi-axes  a  ei  b  sont  liés 
par  la  relation 

sin  n  =  tang^, 

considérée  par  rapport  au  centre  extérieur,  situé  sur  le  pro- 
longement de  son  grand  axe  2a  ^  jouit  des  analogies  les  plus 
frappantes  avec  l'hyperbole  équilatère.  En  appelant  la  sphé- 
ro-coniquc  dont  il  s'agit  l'hyperbole  équilatère  sphérique, 
on  aura  les  théorèmes  suivants ,  qui  vont  mettre  en  évidence 
la  justesse  de  cette  dénomination.  Le  complément  (a)  de  a 
est  évidemment  analogue  au  demi-axe  réel  de  l'hyperbole. 

On  sait  que  dans  une  hyperbole  équilalcro  le  rayon  cen- 
tral de  chaque  point  de  la  courbe  est  moyen  proportionnel 
entre  les  deux  rayons  vecteurs  de  ce  point,  tirés  des  foyers. 
Semblablement  : 

I.  Dans  l'hyperbole  équilatère  sphérique ,  si  l'on  mène 
des  arcs  de  grands  cercles  des  foyers  contigus  des  branches 
opposées  à  un  point  quelconque  pris  sur  la  courbe ,  le  pro- 
duit des  tangentes  trigonomélriques  des  demi-arcs  sera  égal 
au  carré  de  la  tangente  du  demi-arc,  tiré  du  centre  à  ce 
point. 

Dans  une  hyperbole  équilatère ,  la  distance  du  centre  à 
une  tangente  quelconque,  multipliée  par  la  dislance  du 
centre  au  point  de  contact  correspondant,  donne  un  produit 
constant,  le  carré  du  demi-axe  de  la  courbe.  Semblable- 
ment : 
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II.  Dans  une  hypcrhole  rquilalère  sphcriquc,  si  l'on  dé- 
signe par  10  l'arc  mené  du  centre ,  perpendiculaire?iîent  au 
g:rand  cercle,  tangent  à  rexlrémilê  d'un  arc  vecteur  quel- 
conque p  ,  tiré  du  centre ,  on  aura 

sin(olangp=  sin<2  tanga. 

III.  L'hyperbole  équilalèrc  sphérique  est  lieu  géométri- 
que du  sommet  d'un  triangle  sphérique  dont  la  base  est  don- 
née et  dont  la  différence  des  angles  à  la  base  est  constante. 

On  sait  qu'un  système  d'ellipses  de  Cassini,  ayant  les 
mêmes  foyers ,  est  coupé  orthogonalement  par  un  système 
d'hyperboles  équilatères ,  ayant  le  même  centre  que  les  cas- 
sinoïdes  et  passant  par  les  foyer*.  Semblablemcnt,  en  pre- 
nant pour  déOnition  de  cassinoïde  sphérique  le  lieu  d'un 
point  tel  que  le  produit  des  tangentes  trigonométriques  des 
demi-arcs,  qu'on  tire  de  là  à  deux  points  fixes,  soit  con- 
stant, on  a  le  théorème. 

IV.  Un  système  de  cassinoïdes  sphériques  ayant  les  mêmes 
foyers  sera  coupé  orthogonalement  par  un  système  d'hyper- 
boles équilatères  sphériques,  ayant  même  centre  que  les  cas- 
sinoïdes et  passant  parles  foyers. 

La  courbe,  lieu  des  points  pris  sur  des  grands  cercles, 
menés  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  sphérique,  per- 
pendiculairement à  ses  tangentes  ,  de  manière  que  leur.s 
distances  au  centre  soient  divisées  en  parties  égales  par  les 
tangentes  ,  offre  les  analogies  les  plus  remarquables  avec  la 
lemniscate  de  Bernoulli ,  qu'on  tire  d'après  une  méthode 
pareille  d'une  hyperbole  équilatère  plane.  En  effet  (en  appe- 
lant la  courbe  qu'on  obtient  par  cette  construction  la  sphéro- 
lemniscate)  , 

V.  La  sphéro-lemniscate coïncide  avec  le  lieu  géométrique 
du  sommet  d'un  triangle  sphérique  ,  dont  la  base  est  donnée 
et  dont  le  produit  des  sinusodcs  demi-côtés  est  constant,  et 
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égal  au  carré  du  sinus  de  la  quatrième  partie  de  la  base. 

VI.  La  base  du  triangle  dont  on  vient  déparier,  est  la 
distance  entre  les  foyers  contigus  des  branches  opposées  de 
l'hyperbole  équilatèrc  sphériquc,  de  laquelle  la  sphéro- 
lemniscate  est  dérivée. 

Yll.  L'arc  de  la  sphéro-lemniscate  s'exprime  exactement 
par  une  fonction  elliptique  de  première  espèce ,  sans  aucune 
addition. 


THEOREME 

sur  les  rayons  vecteurs  des  coniques. 

PAR  la.  I.UC;i£N  GIIcLES , 

élevé  du  lycée  Monge. 

Théorème.  Si  par  un  point  d'une  ellipse  ou  d'une  hyper- 
bole on  mène  une  tangente  et  une  normale,  si  l'on  joint  l'un 
des  foyers  à  ce  point  et  que  par  le  centre  on  mène  une 
parallèle  à  cette  droite,  la  partie  de  cette  parallèle  comprise 
entre  la  normale  et  la  tangente  sera  égale  à  l'autre  rayon 
vecteur  de  ce  point. 

Démonstration  très-facile;  moyen  d'exercice. 


DES  COURBES 

sur  lesquelles  un  point  pesant ,  sans  vitesse  initiale ,  emploie 
pour  descendre  jusqu'au  point  le  plus  bas  un  temps  donné 
par  une  fonction  algébrique  de  la  hauteur. 

PAR  M.  I.OUIS  AOUST, 

docteur  ès-scicnccs  ,  professeur  au  lycée  de  Strasbourg. 

Ce  problème  est  susceptible  d  une  solution  complète  dans 
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le  cas  le  plus  général ,  c'est-à-dire  lorsque  le  temps  de  la 
chute  du  mobile  est  une  fonction  quelconque  de  la  hauteur. 
L'emploi  des  fonctions  eulériennes  ou  bien  des  intégrales  à 
indices  fractionnaires,  permet  de  trouver  l'équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  des  courbes  jouissant  de  la  pro- 
priété énoncée,  et  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 
Cette  équation  s'intégre  dans  le  cas  où  le  temps  est  une  fonc- 
tion algébrique  de  la  hauteur. 

Mais,  dans  ce  même  cas,  la  question  peut  être  traitée 
très-simplement,  en  s'appuyant  seulement  sur  les  principes 
les  plus  élémentaires  du  calcul  différentiel  et  intégral. 


Soit  t  le  temps  de  la  chute  du  point  pesant  jusqu'au  point 
le  plus  bas  de  la  courbe;  quelle  que  soit  la  courbe  sur 
laquelle  le  point  est  assujetti  à  glisser,  on  aura  : 

\/2g}yh-x 

L'axe  des  x  est  placé  verticalement  et  dans  une  direction 
contraire  à  la  pesanteur  ;  l'origine  des  coordonnées  est  placée 
au  point  le  plus  bas  ;  h  représente  la  hauteur  de  la  chute , 
g  la  pesanteur,  ds  l'élément  de  l'arc. 

ds 
Si  nous  transformons  l'équation  (1)  en  posant  —  =  (f(x)  et 

X  ~  hz ,  nous  obtiendrons  : 

\/2g]yX-z 
or  i  est  une  fonction  algébrique  de  la  hauteur.  Nous  pose- 
rons . 

i  =  Ah^  +  Hh'^  -j-  C/i>  +  . . .  -f  Uhy. 

A  ,  U,  ...  M  étant  dos  constantes  au  nonibre  de  «  ;  /,  p ,  y  • 
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frétant  des  exposants  quelconques  positifs,  négatifs,  frac- 
tionnaires ,  nous  aurons  donc  : 

AA«  +  B/i/5  +  ...  +  Mh!^=-^[       ^^      <^:hz)yh.      (2) 

Pour  obtenir  l'équation  différentielle  delà  courbe  cherchée, 
il  suffit  de  différentier  n  fois  successives  l'équation  précé- 
dente, et  d'éUminer  les  n  coefficients  A,  B,  C,  ...  M  entre 
ces  n-\-i  équations  (ce  qui  donne  une  équation  unique  sans 
coefficients  constants),  et  d'égaler  à  0  l'expression  qui  se 
trouve  sous  le  signe  d'intégration.  Ce  sera  l'équation  diffé- 
rentielle entre  s  el  x;  elle  sera  de  l'ordre  «,  à  coefficients 
fonctions  de  .r  et  d'une  forme  qui  en  permettra  l'intégration. 
Mais  son  intégration  dépendra  de  la  résolution  d'une  équa- 
tion algébrique  du  degré  ii,  d'une  forme  particulière  et  dont 
on  pourra  déterminer  les  racines;  le  problème  sera  donc 
résolu. 

On  évite  les  difficultés  inhérentes  à  l'élimination  des  con- 
stantes A,  IJ,  ...  M  et  à  la  résolution  de  l'équation  du  degré  «  , 
en  procédant  de  la  manière  suivante. 

Posons  dans  l'équation  (2)  v^{hz) .  V  hz  =  y  ;  dîfférentions 
par  rapport  à  /j,  et  éliminons  une  constante  A  entre  la  pro- 
posée et  sa  dérivée.  Si  nous  posons  : 

nous  obtiendrons 

-    .  dz 


i/zl^i-z 


Différentions  cette  dernière  équation,  éliminons  la  constante  B 
cuire  cette  équation  cl  sa  dérivée,  et  posons 
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nous  aurons  :  _ 

C('.  -  y)  (P  -  y)hy  +  D(a  -§){^—  §)hè 
+  ...-|_M(«-fx)(p-a)=J:^£' 


En  conlinuaul  toujours  delà  même  manière,  ou  tombera  sur 
uue  équation  débarrassée  de  toute  constante,  celle  équation  est 

dans  laquelle  on  a  posé 

v„=v„.,..-*''^- 


dh  ' 

or,  pour  que  l'équation  (3)  soit  satisfaite,  il  faut  que  V„  soil 
nul;  on  a  donc  l'équation  différentielle 

v.,.„_,,%=o. 

an 

Si  l'on  remarque  que  l'on  a  posé  jc  =  /ir ,  et  que  par  consé- 

^V  clY      dx      d\ 

quent  — 7—-=  — r^^--r;  =  — r^^-,  on  aura  l'équation  diffé- 
dh  dx     dh  dx 

rentielle  de  la  courbe 

d\ 

■2^— r^  — f*V„_,=0.  (4) 

dx 


II. 

L'équation  différentielle  (4)  que  nous  venons  de  trouver  est 
de  l'ordre  n;  nous  allons  nous  occuper  de  l'intégration  de 
cette  équation. 

Celte  équation  étant  linéaire,  on  trouvera  pour  son  inlé- 
iïrale 

M,  étant  une  constante  arbitraire. 
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La  fonction  V„_.  étant  déterminée ,  il  est  facile  de  déter- 
miner V„_,  ;  en  effet ,  on  a  la  relation 


dh 
ou  bien 

dY 


dx 
l'intégrale  de  celte  équation  est 

L,  étant  une  constante  introduite  par  l'intégration. 
En  continuant  de  la  même  manière,  on  trouverait  : 

V„_3  =  I.x'  +  L.x>'  -f  M.xi"- , 

I,  étant  la  constante  arbitraire  ;  donc  finalement  on  trouvera  : 

V  =  ^,x''■  -\-  B,jr/5  +  . . .  +  M.x/^- , 

A,,  B, ,   ...  étant  des  quantités  constantes  introduites  par 
l'intégration  des  équations  différentielles  successives. 

Si  l'on  remplace  V  par  sa  valeur  V  hz.^{hz)  ou  bien  par 
\/'.rtf(x),  on  trouve 

1  _i  1  1  _i 

y(jc)  =-^  =  \y'     2-{-  B..r''  ~2  _j-  Cy~2  -[-..-(-  m,x'     2; 

delà 

A,         a+-   ,      B,       /5+-   .  ,     M,        U.+-   ,   ^ 

S=-^^X       ^+— ^X'      2+..._|__L.^^     2_|_R,  (5) 

qui  est  l'équation  de  la  courbe  en  termes  finis  entre  l'arc  et 
l'abscisse. 

III. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  détermination  des  con- 
stantes arbitraires. 
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Léqualion  (1),  dans  laquelle  on  remplace  t  et  ds  par  leurs 
valeurs,  devient 

or  il  est  facile  de  voir  que 


et  ainsi  de  suite;  K.  R,  ...  étant  des  quantités  connues,  on 
aura  donc  identiquement  : 

A/i«  +B/iP  +...+  M/1''  =— [KA/i-  +K.B/iP  +._.+K,M,/i/*l, 

et  par  suite 

l/âi-  v/iê"  V/^ir 


K    •     '       ■         K.  '       K;. 

ainsi  les  constantes  arbitraires  A, ,  B,  ...  M,  seront  tout  à  fait 
déterminées. 

11  sera  donc  facile  de  calculer  ces  constantes  dans  chaque 
cas  particulier. 

IV. 

Si  tous  les  exposants  a ,  (3 , 7. . .  (j.  étaient  entiers  et  positifs , 
onarriverait  encore  plus  simplemcntà  l'équation  différentielle 
cherchée  Soit  u.  le  plus  grand  exposant ,  il  suffira  de  diffé- 
renticr  ^  fois  successives  l'équation  (2)  par  rapport  à  /i ,  et 
l'on  trouvera  : 
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dH__     1     \   z''~'klz  di\['^{x).\/x\  _ 
dh      y^-^yï^z  dx!' 

or,  pour  que  celte  équation  soit  satisfaite  Jl  suffit  que  louait 

,     V  X.V){x\ 

dy — î^^  =0: 

dxi^ 

de  là  on  trouve  par  l'intégration  ,  les  constantes  étant  con- 
venablement déterminées  : 

ax 

V. 

Comme  vérification  de  la  formule  (5),  cherchons  la  courbt' 
lautochrone,  c'est-à-dire  la  courbe  sur  laquelle  un  point 
pesant  glissant  emploie,  pour  arriver  au  point  le  plus  bas,  un 
temps  indépendant  de  la  hauteur  de  la  chule  ;  alors  il  suffit 
de  supposer  dans  l'expression  du  temps  tous  les  coefficients 
nuls,  excepte  le  cofficient  A,  et  la  puissance  a  de/î,  dans  ce 
terme ,  égale  à  0.  La  formule  (5),  dans  laquelle  on  introdui- 
rait ces  hypothèses ,  donnerait  : 

s  =  2A.j:2  , 

ce  qui  est  l'équation  de  la  cycloïde. 

Si  l'on  cherchait  la  courbe  telle  que  le  temps  de  la  chute 
fût  proporlielle  à  la  hauteur,  on  trouverait  : 

4 
9 

Note.  Voir  un  mémoire  de  M.  Puiseux  sur  les  tauto- 
chrones  (Journal de  mathématiques,  t.  IX,  p.  409, 18ii  ) 

Tm 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  178  (p.  75). 

PAR  Vt.  B.  JAUFROID, 

mailro  d'éluries  au  lycée  de  Dijon  ,  admissible  à  l'École  normale  supérieure. 


[Fig.  25.)  Je  prends  pour  axes  des  coordonnées,  les  axes 
principaux  de  l'ellipse  :  on  aura 

à'j'-{-b'x''=à'P  pour  l'ellipse; 

(^)         y  -\-  x^  =  a"       pour  le  cercle  décrit  sur  le  grand 

axe; 

(■2)         y=  a  (jc — c)        pour  une  corde   quelconque  MN 

passant  par  le  foyer  F. 
1 
(3)         y= {x—c)  pour  la  corde  PQ  perpendiculaire 

à  la  première. 

[Fig.  25.)  Soient  x',  y\  x'\y'  les  coordonnées  des  points 
d'intersection  de  MN  avec  le  cercle. 

{x'-x"y  =  4  —f—  -,    {y-yy = 4  y^     , 

(l-ra)  (1  +  a) 

1  +  a^ 

1 

En  changeant  dans  celte  expression  a  en ,  et  par  con- 

a 
1 

séquent  a'  en  —  ,  on  trouve  : 


2         a^A-b^a 


PQ'  =  4^^±^\    d'où    d'-\-d"  =  Hd'+b'); 
1  -j-a 

donc  les  cordes  MN  ,  PQ  sont  égales  à  deux  diamètres  con- 
jugués dans  l'ellipse. 
Soilr=nix  l'équation  du  diamètre  égal  à  </,  et  x,\  y,' y 
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r/',  yl'  les  coordonnées  des  extrémités  de  ce  dianièire,  on  a 

On  trouve  : 


à'ni'-j-  b' 
En  changeant  m  en  /«',  on  a  pour  d"  : 

Les  deux  équations  en  m  et  m'  sont  donc 

a'b'ji'^-m']  _  a'+b\'         a'bXi-\-m'')  _  b'-\-aV 
a'm'-\-b'    ~     1+a^      *^*     a'm''-\-b'     ~     !-}-«'    ' 

en  les  résolvant  et  prenant  /«  et  m'  de  signes  contraires , 
on  a  : 

m  =  ±      j   m  :=  zp  —  , 
a  Ua. 

€t  l'on  a  bien 

b 

mm  = . 

a 

Soit  maintenant  ^=  xx  un  diamètre  parallèle  à  la  corde 
y=-A{x-—c)^  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  ce 

1 
diamètre  avec  la  corde  y  =  —  -  i^—c)  sont  : 

a 
_        C  aC  •       . 

l-f-a  l+a 

la  distance  de  ce  point  d'intersection  au  centre  est  donc 
par  conséquent,  les  segments  de  ce  diamètre  sont  : 

Akm.  de  Mathém.  vu.  10 
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l/l+«'  kl-fa' 


(4) 


.+  -.^^^^^±1+-.  (5) 

l/l+a^  1/1+*' 

Cherchons  maintenant  les  rayons  vecteurs  menés  du  foyer 

F  aux  extrémités  du  diamètre  conjugue  y  =w^  ou  — x, 

en  prenant  le  signe  -f-  pour  m.  Les  coordonnées  des  points 
d'intersection  de  ce  diamètre  avec  l'ellipse  sont  : 

a  bu 


la  distance  du  foyer  F  à  chacun  de  ces  points  est 


V 


yi-\-.^J     i+«^ 


l-|-a' 


V 


c'+rt'.l+a')— 2acl/l+a' 


1+a^ 
a\/i-\-a.'—C 

expression  égale  à  (4).    Faisant  le  même  calcul  pour  le 
deuxième  rayon  ,  on  trouve  : 


a\/i  +a'  — c 

expression  égale  à  (5), 
Si  on  prend  le  diamètre  y  = r    parallèle  à  la  corde 

y  = {x — c),  on  trouve  pour  les  segments  de  ce  dia- 
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wrètrc,    déterminés  par  la  corde  ^  =  a(.r—c) ,  et  pour  les 

rayons  vecleurs  menés  du  foyer  F  aux  extrémités  du  dia- 

b 
mètre  conjugue  jr  = Jc^  les  expressions  communes 

«V/l+Z— ex       a\/rÇ^-^Cx 
' ,  et ■  — . 

La  deuxième  partie  du  théorème  se  trouve  ainsi  démon- 
trée. Dans  l'hyperbole  ,  la  soname  des  carrés  des  cordes  MN 
'^tPQ  est  constante. 


SUR  LA  GÉOMÉTRIE  SPHÉRIQUE  ANALYTIQUE. 

PAU  n.  BORGNET, 

professeur  de  mathématiques  au  lycée  de  Tours  (*). 


Les  Nouvelles  Annales  mentionnent  (page  475,  1847) 
la  présenlation  que  j'ai  faite  à  l'Académie  des  sciences  d'un 
essai  de  géométrie  sphérique,  à  la  date  du  15  novembre  1847, 
et  annonçant  que  mon  mémoire  a  été  renvoyé  à  l'examen 
d'une  commission  composée  de  MM.  Cauchy,  Poncelet  et 
Liouville. 

J'attendais  le  rapport  des  commissaires,  lorsque  votre 
numéro  de  février,  que  je  viens  de  recevoir,  m'a  fait  con- 
naître les  recherches  de  M.  Vannson  sur  le  même  sujet.  Le 
système  de  coordonnées  employé  par  M.  Vannson  est  celui 
que  j'ai  moi  môme  employé  dans  mon  mémoire.  Celle  coïn- 
cidence me  détermine  à  vous  adresser  quelques  détails  sur 


(1)  Je  rappelle  derechef  que  l'Allemagne  possède  depuis  i835  un  traite  ex 
profesto  sur  la  sphéro-geométrle  analytique  dans  le  système  des  coordonnées 
sphériques.  L'auteur,  M.Gudermann ,  annonçait  même  une  traduction  française. 
3e  ne  sache  pas  qu'elle  ait  paru.  Tm. 
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ies  époques  auxquelles  j'ai  donné  connaissance  de  mon  tra- 
vail, et  sur  les  malièrcs  qui  y  sont  traitées. 

Le  12  juin  1847,  j'ai  déposé  ce  travail  dans  ies  archives 
delà  Société  d'agriculture,  sciences,  ctc  ,  du  département 
d'Indre-et-Loirc ,  afin  d'assurer  mes  droits  à  la  priorité  dans 
des  recherches  qui  me  paraissaient  intéressantes  et  que  je 
croyais  neuves. 

Pendant  la  session  du  congrès  scientifique  qui  s'est  ouvert 
à  Tours  le  15  septembre  1847,  j'ai  eu  occasion  d'exposer  les 
principes  dont  je  faisais  usage  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes de  géométrie  sphérique. 

Enfin ,  mon  essai  de  géoraélrie  analytique  de  la  sphère  a 
été  présenté  à  l'Académie  des  sciences  dans  la  séance  du 
15  novembre  1847. 

Voici  maintenant  l'analyse  de  cet  essai. 

§  1 .  Préliminaires. 

Dans  un  court  résumé,  je  donne  l'historique  de  la  géo- 
métrie de  la  sphère.  Je  fais  remarquer  l'absence  d' unifor- 
mité dans  la  marche  suivie  jusqu'ici  pour  traiter  les  ques- 
tions relatives  à  cette  partie  de  la  science  de  l'étendue.  Le 
système  des  coordonnées  de  Descartes  réunit  bien  ces  carac- 
tères d'uniformité ,  mais  il  ne  permet  d'étudier  les  courbes 
sphériques  que  par  leurs  projections.  Les  projections  étant, 
dans  le  système  de  Descartes,  des  intermédiaires  obligés 
entre  la  courbe  étudiée  et  l'esprit  qui  l'étudié,  présentent 
souvent  des  obstacles  à  l'investigation. 

Gel  inconvénient  disparait  quand  on  rapporte  les  points  do 
la  sphère  à  deux  grands  cercles  :  l'une  des  coordonnées  est 
la  longitude  du  point  ;  l'autre  coordonnée  est ,  non  pas  sa 
latitude,  mais  une  distance  qui,  comptée  sur  le  premier  mé- 
ridien ,  se  trouve  dans  les  mômes  conditions  que  la  longitude 
comptée  sur  l'équalcur. 
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Ce  choix  de  coordonnées  permet  de  partager  les  lignes» 
sphériqucs  en  dcox  classes;  les  lignes  dont  les  équations  ne 
renferment  que  les  tangentes  trigonométriques  des  coor- 
données, ce  sont  les  lignes  algébriques.  Toutes  les  autres 
lignes  sont  appelées  transcendantes. 

Les  lignes  algébriques  sont  distribuées  en  lignes  de  diffé- 
rents ordres,  suivant  le  degré  de  leur  équation. 

Les  lignes  transcendantes  ne  sont  soumises  à  aucune  clas- 
siGcation. 

Toute  équation  algébrique  du  premier  degré  représente 
un  grand  cercle ,  c'est-à-dire  l'intersection  de  la  sphère  par 
un  ()lan  conduit  par  le  centre. 

Toute  équation  algébriqne  du  deuxième  degré  représente 
une  conique  sphérique,  c'est  à-dire  l'intersection  delà  sphère 
par  un  cône  du  second  degré  dont  le  sommet  est  au  centre. 

En  général ,  toute  ligne  ptgébrique  de  l'ordre  n  résulte  de 
l'intersection  de  la  sphère  par  un  cône  ayant  son  sommet  au 
centre,  et  dont  l'équation,  en  coordonnées  reclilignes,  est 
du  degré  n. 

Cette  première  partie  se  termine  par  des  formules  pour  le 
changement  de  coordonnées. 

§  2.  Examen  particulier  des  lignes  du  premier  ordre. 

Equation  du  grand  cercle  assujetti  à  deux  conditions, 
comme  de  passer  par  deux  points  de  la  sphère,  d'avoir  pour 
pôle  un  point  déterminé  de  cette  surface ,  de  passer  par  un 
point  et  de  couper  un  autre  grand  cercle  sous  un  angle 
donné,  etc., etc. 

Angle  de  deux  grands  cercles  donnés  par  leurs  équations. 

§  3.  Du  petit  cercle. 

C'est  une  ligne  du  deuxième  ordre  ;  son  équation  au 
moyen  de  son  pôle  et  de  son  rayon  polaire  ;  angle  de  deux 
petits  cercles  donnés  par  leurs  équations;  axe  radical  de 
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deux  petits  cercles  ;  centre  de  similitude  ;  centre  radical  ie 
trois  petits  cercles  ;  usage  des  propriétés  des  centres  radi- 
caux et  des  centres  de  similitude,  pour  déterminer  un  cercle 
par  trois  conditions. 

En  terminant  celte  troisième  partie,  j'ai  occasion  de  re- 
marquer cette  belle  propriété  de  géométrie  sphérique  :  si 
d'un  point  de  la  sphère,  extérieure  à  un  petit  cercle,  on 
mène  deux  arcs  sécants  à  ce  petit  cercle ,  les  tangentes  tri- 
gonomélriques  de  la  moitié  de  ces  sécantes  sont  réciproque- 
ment proportionnelles  aux  tangentes  de  la  moitié  de  leurs 
parties  extérieures.  Propriété  analogue  pour  le  cas  où 
îe  point  est  intérieur  au  petit  cercle.  {La  fin  prochainement.) 

SUR  LES  CONES  DU  SECOND  DEGRÉ 

et  sur  les  ellipses  sphériques. 

FAR  M.  Z.EBESGUE  , 

professeur  à  la  Faculté  de  Bordeaus. 

(1)  Problème.  Trouver  le  lieu  des  droites  OM  telles  que 
la  somme  des  angles  COM ,  C'OM  soit  constante,  OC  et  OC 
étant  deux  droites  Oxes. 

Soit  C0C'  =  2c^  prenons  la  bissectrire  Om  pour  axe  des 
s,  l'axe  des  j:  étant  perpendiculaire  à  0/«  et  dans  le  plan 
COC,  cnGn  l'axe  des  y  perpendiculaire  en  O  au  plan  de  za:. 
En  supposant  COM  =  A  ,  C'OM  =  B ,  l'équation  sera 
A-|-  lj  =  2a,  2âj  étant  un  angle  constant  plus  grand  que  '20 . 
Comme  l'on  a 

cos  Acosli  —  sinAsinB  =cos  2a; 
(cos Acosli — cos2rt)'=sin'Asin'B=:(1  — cos'A)(i  -cos'B), 
on  en  déduira  l'équation 

cob'A-f  cos'B— 2cos2acosAcosD=sin'2dt 
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Mais 

cos2a  — 1 — 2sin'a  ;       s\n2a=2s'ma  tosa  ; 
de  là 

(cosA — cosB)'-|-'isin'rtCOsAcosB=4sin'acos'a. 

I)e  plus,  OM  fait  avec  les  trois  axes  des  angles  ayant  pour 
cosinus 

De  même ,  OC  fait  avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus 
sont  sine,  0,  cosc;  enfln  OC  fait  avec  les  axes  des  angles 
ayant  pour  cosinus  —  sine,  0,  cosc.  On  aura  donc  : 

cosA=(z  cos  c-\-j:  sin  c)  :  K  x'-f-j'+z^ , 

cosB=(zcosc — jcsinc):vx'-\-y-{-z\ 
d'où 


cos  A — cosB=2jcsinc:  V/-r'-ftK'+*N 
et  par  suite  l'équation 

x'sin*c-f-sin'rt(3'cos''c — j:*sin"c')=sin'acos'a(jt''''-f-^'+s'j, 

ou  bien  encore 

cos'a  (sin'a  —  sinV)  x'  -\-  sin'^.cos'ax^  -|- 
-f-  sin^â!(cos'^  —  cos'c)z^  =  0, 
cos'a — cosV  =  —  (sin'rt — sin'c)  ; 
d'ailleurs  on  a  ■ 

cos'a  =  cos  &  cos  c , 

l'angle  b  étant  celui  que  la  droite  OM  fait  avec  Oz  quand  elle 
est  dans  le  plan  zOj';  on  aura  donc  : 

coVa.x'  -\-  coVby  —  2'  =  0  ,  (1  ) 

ce  qui  est  réqualiori  d  un  cône  du  second  degré;  on  sait, 
réciproquement  que  tout  cône  du  deuxième  degré  peut  être 
représenté  par  une  équation  telle  que  (1).  Donc  tout  cône  a 
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deux  lignes  focales  qui  font  avec  une  môme  génératrice  des 
angles  dont  la  somme  est  constante. 

(2)  Il  est  à  remarquer  qu'on  parviendrait  à  la  môme  équa- 
tion en  partant  de  léquation  A — B=2a.  Voici  pourquoi.  Ima- 
ginons une  sphère  ayant  son  centre  au  sommet  du  cône  ^  la 
courbe  d'intersection  sera  une  ellipse  sphérique,  et  si  les 
lignes  focales  percent  la  sphère  en  C,  G'  dans  l'intérieur 
d'une  même  nappe  et  en  C,,  C,'  dans  l'intérieur  de  la  nappe 
opposée;  si  de  plus  M  est  un  point  quelconque  de  l'ellipse, 
on  aura  CM  +  C,M  =  t:,  CM -f-C/M  =  ::.  Soit  de  plus 
C]VI-fC']VI=2a,  il  en  résultera  C,M4-C.'M=27i— 2^.  Donc 
C,  et  C,'  sont  également  des  foyers  de  l'ellipse.  On  a  aussi 
C.M— C'M=7r— 2fl,  C/M— CM=7r— 2«  ,  donc  C.  et  C,  ou 
bien  C/  et  C,  peuvent  être  considérés  comme  foyers  d'une 
hyperbole  sphérique  (la  dilîérence  des  arcs  étant  constante) 
qui  ne  diffère  en  rien  de  l'ellipse  sphérique,  si  ce  n'est  par  la 
position  des  foyers. 

(3)  Si  l'on  prend   .r'-f  j^  H-z'' =  ''  pour  équation  de  la 
sphère ,  l'élimination  de  z  donnera  : 


\s'\na)         \sin  b  / 


(2) 


Telle  est  l'équation  de  la  projection  de  l'ellipse  sphérique  en 
coordonnées  rectilignes  sur  le  plan  ôcy. 

Parmi  les  divers  moyens  pour  déterminer  un  point  sur  la 
surface  sphérique  ,  un  des  plus  simples  est  de  prendre  deux 
grands  cercles  perpendiculaires  entre  eux  ,  mX  et  mY;  du 
point  M  de  la  surface  on  mène  sur  ces  cercles  les  arcs  perpen- 
diculaires MP,  MQ  qui  rencontrent  mXcn  P;  soitmP=r'a-, 
et  MQ,  qui  rencontre  /«Y  en  Q  ;  soit  mQ=ry,.  D'ailleurs  on 

voit  de  suite  qu'on  a   tanga-,  =  -,   tangjr,  —  - -,  doù,  au 

z  z 


m„yendc(0'+(-^y+l  =  (îy 
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2 1 y      tangj-, 

r  ~  \/lâng\r.+  tang>.+l  '      r  ~  V\àng'x,-\-  lang>.+l '' 
jo  tang-r, 


r       \/tang\r,4-  tang>,4- 1  ' 
l'équation  (2)  devient  donc  : 

\  lang  a)       \lang  b  J 
Telle  est  l'équation  en  coordonnées  sphérique ,  indiquée  à  la 
page  54  de  ce  volume. 

(4)  Cône  supplémentaire.  Si  par  le  sommet  d'un  cône  de 
second  degré  on  mène  des  perpendiculaires  aux  plans  tan- 
gents, on  a  un  nouveau  cône  du  second  degré ,  et  si  l'équa- 
tion du  premier  est  coVax'-\-ç.{)Vby' — :'=0 ,  celle  du  se- 
cond est  tang'iix'-f-tang'^/'— :;'=0,  d'où  l'on  concluera 
que  le  premier  cône  est  supplémentaire  du  second. 

Coupons  le  cône  cot'rtx'-{-cot'6x'— z'=:0  par  le  plan 
zz=px-{-qy^  il  viendra 

le  plan  sera  langent  si  l'équation  précédenle  ne  représente 
qu'une  droite,  ou  si  son  premier  membre  est  un  carré;  il  faut 
pour  cela  avoir  cot^û.col''^ — p-coVb — ^'cotVz=:0.  La  per- 
pendiculaire au  plan  a  pour  équations  ^-(-^3=0,  y-\-qz=.0., 
l'élimination  de^?  et  q  donne  donc  : 

z^cot'acot'^ — jr'cot'^— jK'cot'rt=0 , 
ou  x^{Q}\%''a-\'y{'Aii^^b — 3^=0. 

Le  cône  supplémentaire  détermine  sur  la  sphère  l'ellipse 
supplémentaire  ;   on   voit  donc   qu'étant  donnée    l'ellipse 
sphérique  d'équation  (3),   l'ellipse  supplémentaire  a  pour 
.      /tangj'.\2     /tangr.V  .      r..       -    . 

struclion  du  cône  supplémentaire,  on  voit  que  l'elUpse  sup 
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plémcntairc  est  le  lieu  des  pôles  des  arcs  de  grands  cercles 
tangents  à  l'ellipse  primitive.  (V.  Annales^  p.  56.) 

(5)  Si  l'on  fait  tourner  les  axes  coordonnés  autour  de  l'axe 
des^,  de  sorte  que  l'axe  des  jc'  vienne  s'appliquer  sur  une 
ligne  focale,  on  posant  jc=x'sinc' — s'cosc,  z:=a:'cosc-\-z's\nc, 
l'équation  du  cône  coVaj:^-\-coVby — :'  =  0  deviendra  : 

inc+j:coscsin'^\2 


,  ,     ,,     /      tans'b  ,  sine     \2     /zsii 

\      tanga         sinizcosy/       \ 


sinacos^ 


d'où  ce  théorème  :  <  Les  plans  perpendiculaires  aux  lignes 
»  focales  d'un  cône  le  coupent  suivant  des  ellipses  dont  un 
»  foyer  est  sur  la  ligne  focale.  » 

De  même,  si  l'on  fait  tourner  les  trois  axes  autour  de  l'axe 
des  x  de  manière  que  l'axe  des^  vienne  s'appliquer  sur  une 
ligne  focale  du  cône  supplémentaire,  en  posant  : 

^=ysinc,— z'cosc,    z:=ycosc,-l-2'sinc, 

,         sWb 
et  cos  c.  =  -:-T- , 

sin  a 

l'équation  du  cône  cotV.r'-j-cos'^jr' — z'=0  deviendra: 

V"  COS'^  /  \  C0t'<2  / 

De  là  ce  théorème  :  «  Uncône  est  coupé  suivant  des  cercles 
»  par  les  plans  perpendiculaires  aux  lignes  focales  du  cône 
»  supplémentaire.  Autrement  :  Si  deux  cônes  sont  supplé- 
»  menlaires,  les  sections  circulaires  de  l'un  sont  perpendicu- 
»  laires  aux  lignes  focales  de  l'autre. 

11  est  à  remarquer  que  les  lignes  focales  du  cône  supplé- 
luenlaire  ian^^ a x^ +{an^' by— z'  =0  sont  dans  le  plan  sQx 
et  font  avec  l'axe  des  z  un  angle  c,  donné  par  l'équation 

sin' 6 

cosc,=  -r-T-. 

sina 
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D'ailleurs,  si  l'on  représente  par  1  l'inclinaison  des  secteurs 
circulaires  du  cônGcol''aJc--{-coVby^ — ;'=0  sur  le  planzO^:, 

on  a  cos'c,=  sin'I= -T-T- =  sin'JB,    en  représentant  par  B 
sina 

l'angle  opposé  au  côté  b  dans  le  triangle  sphérique  rectangle 
dont  les  côtés  sont  a,  0,  c.  «  Ainsi  l'angle  des  deux  sections 
»  circulaires  symétriques  par  rapport  au  plan  de  ses  lignes  fo- 
»  cales,  est  égal  à  l'angle  formé  parles  plans  qui  passent  par 
»  une  ligne  focale  et  les  génératrices  opposées  de  la  section 
»  principale  minimum.  »  De  là  cette  construction  :  Divisez 
en  deux  parties  égales  l'angle  d'une  ligne  focale  et  d'une 
droite  AA',  les  points  A,  A',  étant  sur  les  lignes  focales  et  à 
égales  distances  du  sommet,  ou  sur  uneparallèle  à  l'axe  des  jt. 
Le  plan  mené  par  la  bissectrice  perpendiculairement  à  celui 
des  lignes  focales  ira  couper  en  B  et  B'  les  deux  génératrices 
qui  forment  la  section  principale  minimum  et  les  plans  AA'B, 
AA'B'  seront  deux  sec! ions  circulaires  symétriques  par  rap- 
port au  plan  des  lignes  focales. 

C'est  dans  les  mémoires  de  M.  Cliasles,  et  notamment  dans 
le  mémoire  de  géométrie  pure  sur  les  propriétés  des  cônes  du 
second  degré,  que  l'on  trouvera  de  nombreuses  conséquences 
des  propositions  précédentes. 

Problème.  Discuter  la  courbe,  intersection  d'une  sphère  et 
d'une  ellipsoïde  de  révolution  autour  de  la  ligne  de  ses  foyers 
supposés  sur  la  sphère.  C'est  une  sorte  d'elUpse  sphérique 
décrite  par  un  fil  attaché  en  deux  points  de  la  surface ,  mais 
intérieurs  à  la  sphère.  Quand  le  fil  est  extérieur,  on  a  l'ellipse 
sphérique  dont  il  a  été  question  plus  haut. 
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EXERCICES 

sur  les  équations  irrationnelles  rendues  rationnelles , 

d'après  M.  FORSTEMANN,  à  DanUig.  (Crelle,  XIV,  236,  1835.) 


1.  \/â-{-\/b  =  o,  a  — b=o. 

2.  yÂ.+yB+[/C=0;  A^+B'+C— 2(AB+AC+BC)  =  0. 

3.  \/x-\-x,  4-  \/x-\-x,  -f-  Vx-\-x,=  0; 

3x'  —  2Sx,. jf  +  Sx,'  —  21a,-. j:,  =  0  ; 
ï  désigne  des  fonctions  symétriques. 

4.  V/I+|/B4-KC  +  V/D=:0; 

2A4  —  iiiA^B  +  62A'B'+  41  A'BC—  40ABCD  =  0. 

5.  V x-\-x,-\-yx-\-x^-\-  V x-{-x,-\-Vx-\-x^  =  0; 

M JC — N  =  0  5   M  ==  82.r.^  —  2 jf, jf/  -}-  22Jf, x.Xj  ; 
N=:^x,'' — 4ï:x,3jr,-|-62a:-,''j:'/4-'^^-^.''^2-^3 — hiix,x^x^x^\ 
_  _    _       _         __  _N__^_ 

•^"i •  >     -^ï  —  ^\     "^3 '*  >     "^4 ^  i     "^  —  lyr 1  on  ' 

a-,=  i;  a;,  =  2;   a.',=  3;   jr^  =  4;   x  =  oo  . 

6.  Question  :  A  quel  degré  monte  l'équalion  rendue  ra- 

tionnelle suivante;* 

7.  |^Â+l^B+  VC^O;  SA^  +  3SVB  — 21ABC  =  0. 

8.  V^x  +  i^Jt-  — 7  — 1^3^  +  3  =  0;  a:=^; 

x  =  — — (31±:K— 1531>). 
40 

9.  pî^r+Ii-f  |^r+x,  +  J^:H^  =  0;  ]VU+N  =  0. 
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2A^  — 4SA3B  +  6SA'B'  —  124SA'BC  =  0. 

P-130Sj:;+620Sj:,jr,  ;  Q-4S^.^+124Sx,X+498^.a\:r3; 
R  =  — Sjf/  -{-  4Sj:.3jr,  —  6S:r.X'4-  124Sx>,^3  ; 
a:.=80j  j:,=15;  ^^3=0; 

3j:*+380xî+12842x'+129580jc— 142805=0;  x=i  ; 
■r  =  —  80,000524  ;  :c  =  —  23,8307  ±  5,19631  V^^ . 

*"  |Vâ+i>^b  a+b 


QUESTIONS. 


180.  Étant  donnée  la  base  d'un  triangle  curviligne  formé 
par  trois  arcs  de  paraboles  ayant  le  mémo  foyer,  le  lieu  du 
sommet,  lorsque  l'angle  fait  par  les  deux  côtés  est  constant , 
sera  un  ovale  de  Descartes.  (Strebor.) 

181.  Démontrer  la  formule  suivante  : 
1  1 


(  log(1— sin^smcp)  ,       ,     ,  r 

''o  K  1— sin'«sin>  Jo     \/\ 


•sm  «sm  ^ 
(W.  Roberts.) 
182.  Soit  E  la  longueur  du  quadrant  d'une  ellipse  dont  on 
désigne  l'excentricité  par  e  ;  le  demi-grand  axe  étant  égal 
à  l'unité,  il  faut  prouver  que 

'Eede  Tzx 

0  (1  —  e'j^^a'  —  e'       2^/r^^  ' 

(W.  Roberts.) 


l 
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183.  /„  Iravailleurs,  dont  la  force  individuelle  est  reprc- 
^enlée  pary„,  exécutent  w„  mètres  d'ouvrages  en  /„  jours 
dans  un  terrain  dont  la  dureté  est  représentée  par  c?„;  l'in- 
dice n  prend  les  «  valeurs  1,  2,  3...  u;  combien  de  jours 
mettront  tous  ces  travailleurs ,  au  nombre  de  ^+'a+-  '„i 
travaillant  ensemble  ,  à  exécuter  31  mètres  d'ouvrages  dans 
un  terrain  de  dureté  D  ? 


DE  L'ELIMINATION  DE  LA  VARIABLE 

entre  deux  équations  algébriques. 

ParC.  G.  J.  JACOBl,  professeur  à  Kœnigsberg.  (Crelle,XV,  loi,  1835,  latin.) 


1. 

Entre  les  diverses  méthodes  d'élimination  qui  ont  été  pro- 
posées ,  il  en  est  une  que  je  me  rappelle  avoir  lue  jadis  dans 
les  ouvrages  élémentaires  composés  par  le  célèbre  Bezout ,  et 
qui  se  distingue  avantageusement  des  autres  h  divers  titres. 
Mon  but  est  d'exposer  brièvement  cette  méthode  et  d'y 
ajouter  diverses  observations  {*). 

Nous  pouvons  supposer  que  les  deux  équations  sont  de 
même  ordre;  car  si  l'une  des  équations  est  d'un  ordre  in- 
férieur à  l'autre ,  il  suffira  d'égaler  à  0  les  coefficients  des 
puissances  manquantes.  Soient  donc  ces  équations  : 

./•  {X)  =  a^x"  +  a^_X''  +  ««-.-^""'^ . . .  +  ^,  =  0 , 


(•)  Les  nuleurs  du  programme  d'admission  à  l'École  polytechtii((ue  n'ont  pas 
eu  la  main  heureuse  en  choisissant  parmi  les  méthodes  d'élimination  celle  du 
p.  g.  c.  d  ;  la  plus  mauvaise  ,  et  tellement  longue  ,  (ju'on  a  élé  oblige  de  prot- 
r.rire  la  partie  essentielle,  la  discussion  des  facteurs  étrangers.  Ce  programme 
aurait  besoin  d'élrc  totalement  remanié,  car  il  domine  et  enlraverenseigncmcnl. 
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Uelranchant  la  seconde  équation  multipliée  par  «„  de  la  pre- 
mière multipliée  par  ^„,  il  vient  une  équation  de  l'ordre  n — 1  ; 
retranchant  la  seconde  équation  multipliée  par  iin^-\-  a^_,  de 
la  première  multipliée  par  b^x  -j-  ^„_, ,  on  obtient  encore  une 
seconde  équation  d'ordre  n — 1  ;  la  seconde  équation  étant 
multipliée  par  û,^x'  -}-  a^_,x  -\-  ^z,  _,  et  la  première  par 
b^x'^  -j-  b^_^x  -f-  6„_, ,  on  a  encore  après  la  soustraction  une 
équation  d'ordre  n  —  1 .  En  continuant  ainsi ,  on  tire  des 
deux  équations  n  autres  équations  d'ordre  n  —  1  ,  dont  la 
dernière  s'obtient  en  multipliant  la  seconde  équation  par 

et  la  première  par 

bX-'-^b^_^x--\..-\-b^, 

et  faisant  la  soustraction.  Euler  a  employé,  dans  son  Intro- 
ductio,  la  première  et  la  dernière  de  ces  équations ,  et  a  pu 
déduire  des  deux  équations  données  deux  autres  d'un  ordre 
immédiatement  inférieur  ;  et  par  la  même  méthode ,  ayant 
déduit  de  ces  deux-là  deux  autres  d'un  ordre  inférieur,  et 
continuant  de  môme,  il  enseigne  le  mo3'en  de  parvenir  à 
deux  équations  linéaires,  d'où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  la 
racine  commune  et  aussi  l'équation  de  condition,  qui  ne  ren- 
ferme plus  la  variable.  Mais  dès  qu'on  peut  obtenir  par  le 
moyen  indiqué  «  équations  entre  les  ii  —  1  quantités  linéai- 
res, X,  jr\  J:^  ...x""',  on  peut  les  éliminer:  on  parvient 
ainsi  de  suite  à  l'équalion  finale.  Telle  est  la  méthode  de 
Bozout,  et  comme  il  paraît  la  plus  expéditive  de  toutes,  et 
par  laquelle  nous  verrons  que  le  problème  de  l'éliminalion 
de  la  variable  entre  deux  équations  du  /iè'«e  degré  est  ra- 
menée à  l'élimination  de  n — 1  variables,  de  n  équations 
linéaires ,  élimination  qu'on  effectue  par  la  formule  générale 
connue.  Suivons  cette  méthode  de  plus  près. 


-  160  — 

II. 

Posons  : 

m,  =  [a„x"-'  +  a„_X-'  -f-  . . . aM^)  )      (1) 

t't  soit  encore ,  le  terme  constant  étant  multiplié  par  x" 

:  >        1      .        •       .        1  )       (-2) 

L'équation  finale  cherchée  sera  le  résultat  de  l'élimination 
des  n  —  1  quantités  x\  x",  x"^,  ...x""'  cotre  les  n  équations 
des  n  —\ème  ordre. 

m^=0;  m,=0;  m^  =  0;   ...7«^_,=0, 

Examinons  de  plus  près  ces  n  équations. 
D'abord  les  séries  horizontales  des  coefficients  sont  les  mêmes 
que  les  séries  verticales ,  ou  bien  on  a  : 

ar,»  =  a<,r-  (3) 

En  effet ,  l'on  a  : 

-  [6„.r"-'-  4-  b^_,x''-'-  + . .  .^,+.]/{.r)  (i) 

=c(o,«'r''-|-ai,,jf'-|-a2,»x'+  ...Cft_,^jjt»""".  J 


Remplaçant  tp(x)  Gif[x)  par  leurs  valeurs,  on  obtient  : 

Si  r-|-5  +  l>/t,  alors  la  partie  positive  s'arrête  au  terme» 
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rt„^r+»+i-n  et  la  partie  négative  à  Z^/^r+ïf  i-« ,  on  a  de  même 

yt,r=  ^r+ià$  -\- ^r+ibg-i  -j-  ...  -}-  fl«+r+i^, 
—  [6r+i«jr  +  ^r+2«j»— 1  +  •••  +  ^r+f+i^o]  ■ 
Si  5  >  r,  on  a  : 

or,  le  second  membre  s'annale  de  lui-même,  donc 

=«»,r  =ar,«-  C.  q.  f.  d. 

ïl  suit  des  formules  (1)  et  (2),  et  de  l'équation  (3) 

—  [nb,^x''-'-\-n  ~  1 .  6„_,x"-^+ . .  .^h'y\x)  ^ 

dans  la  somme  s ,  on  donne  à  r  et  5  toutes  les  valeurs  0,1, 
2,  3,  ...  w  —  1.  On  peut  aussi  mettre  cette  formule  sous 
cette  forme  : 


III. 


jt",  x',  Ji',  .;.  j:"~'  étant  considérées  comme  n  incon- 
nues, posons  qu'on  ait  obtenu  par  la  résolution  des  équa- 
tions (2)  : 

Lx''=Ao,o"i„+Ao,im,+Ao,2«i,+  ...Ao,  n-i"'»-i  \ 

Lj:';=r  A,, o'"o+ A ',«'".+ Ai, 2'",+... A,,  „_,/??„_,  I 

La:'=A2,o"ï„+A2,iW,+A2,2/w,+.--A2,  re— i//2n-i  /  (6) 

Lj:"~'=An-i,o'"''+An-,,im,-t-An_2,2'",+  -.A«_i,n-i"2n- 
L  =  2ii'''o,o*i,i^2,2.'-  ^n— I.  n— « 

AsN.  DE  Mathêu.   Ml.  11 


f 
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où  5:  désigne  coniine  à  1  ordinaire  le  délerminant  C)  forme 
d'après  la  règle  connue.  On  sait  que  la  propriété  des 
roofficients  des  équations  (2)  appartient  aussi  aux  coefficients 
de  leurs  équations  inverses  (6),  et  que  l'on  a 

L'équation  finale,  résultat  de  l'élimination  de  x\  jc\  j:%  .;. 
x"~'  des  n  équations  tn^=0  ;  m,=0  ;  m==0,  ...  /7/„_,=  0,  est 

L  =  S  zhco.o'^t,i  ■•■  î'n-i,  n— I  =  0  (").  (8) 

Tirons-en  diverses  expressions  de  la  racine  commune  x 
et  de  ses  puissances  ;  or,  en  omettant  une  des  n  équations 
m^=  0  ,  m,=  0 ,  ...  r}i^_,=  0 ,  on  déduit  des  n  —  1  équations 
restantes,  des  rapports  entre  les  inconnues;  et  selon  que 
l'équation  donnée  est  la  première ,  la  seconde  ou  la  ««""',  on 
aura  n  modes  différents  de  déterminer  ces  rapports. 

Si  on  n'admet  pas  l'équation  mr  =  0,  alors  on  déduit 
de  (6)  : 

jc"  i  x'  :  x*...  :  x""'  =Ao,r  '.  Ai,r  I  Aj,?-...  '.  A„_i,r-         (9) 

d'où  x'''  :  x"  =  Ar\r-'-  :  A,',r.  On  trouve  de  la  même  manière, 
en  ne  faisant  point  usage  de  l'équalion  wr'  =  0  : 

.r    r  X   =  Ar.r'  I  Aj^r'  ; 

et  comme  Ar,r'  =  Ar',r,  on  a  : 

x'''x'  :  x"x'   ::  A»,r'  :  A,',r  =  Ar-,/:  As',r-  (10) 

Donc  m  et  m'  désignant  deux  quelconques  des  nombres  0, 
1,  2,  3,..  /i — 1  ,  U;  produit  x^'x'"'  est  proportionnel  à 
^m,m>;  il  s'ensuit  que  lorsque  /-f  v=  r'-\-s\  on  a  : 


(")  Fonction  rrarnériennc.  Tm. 

(")  Donc  1  écjualion  finale  esi  unt  lonclion  crainérienne  Tn». 


—  163  — 
IV 

L'équation  finale  L  =  0  n'est  pas  affectée  d'un  facteur 
superflu  ;  car,  comme  les  quantités  yr,s  sont  linéaires  rela- 
livenrciil  à  ûr  et  à  ^r,  il  est  clair  que  l'expression  L  monte 
à  la  dimension  «  relativement  à  chacune  de  ces  deux  con- 
stantes, et  on  peut  établir  à  priori  qu'une  équation  finale 
ainsi  composée  est  débarrassée  de  tout  facteur  étranj,'er. 

En  effet ,  Euler  a  jadis  fait  observer  {anc.  Mém.  de  l'Acad 
<le  Berlin,  iV,  1748)  qu'on  obtient  l'équation  finale  vraie  el 
pure,  résultant  de  l'élimination  de  jl-  entre  les  deux  équa- 
tiimsy(x)  =0,  o(j:)  =■  0,  si  l'on  substitue  toutes  les  racines 
de  la  seconde  équation  'j{x)  =  0  dansy(xj,  et  qu'on  é^ale 
à  0  le  produit  de  toutes  ces  valeurs.  Il  est  évident  que  les 
constantes  de  fx  montent  dans  ce  produit  à  une  dimension 
marquée  par  le  nombre  des  racines  ou  par  le  degré  de 
l'équation  (f{x)  =  0;  ainsi,  comme  ce  qu'on  dit  d'une  fonction 
doit  se  dire  de  l'autre,  l'expression  L  renfermera  aussi  les 
constantes  de  ^{.r)  à  une  dimension  désignée  par  le  degré  de 
/'(jc)=0  ;  donc,  dans  le  cas  actuel ,  où  le^deux  fonclionsy(x), 
«>(x)  sont  chacune  de  degré  «,  l'expression  L  relativement 
aux  constantes  de  l'une  et  de  l'autre  fonction,  monte  au 
degré  n  par  la  nature  de  la  question  ,  et  ne  peut  descendre  à 
un  degré  moindre. 

Toutes  les  fois  donc  que  dans  la  suite  de  ces  calculs  nous 
tomberons  sur  une  équation  M=:0,  M  désignant  une  fonc- 
tion rationnelle  entière  des  constantes  ar,  br^  telle  que  rela- 
tivement à  lune  ou  à  l'autre  de  ces  constantes  le  degré  est 
moindre  que  w,  nous  en  conclurons  .que  cette  équation  ne 
saurait  être  l'équation  finale,  ni  divisible  par  l'équation  finale» 
mais  que  M  est  ideniiquement  nul. 


4 
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V. 

Les  expressions  A,,»  ^sont  de  la  Jimensiun  n  —  1  par  rap- 
port à  iim  et  à  bm,  <lonc  l'équation  trouvée  cl -dessus 
Ar,5=  Ar-,»'  (lorsque  r-{-s=  r'-\-s)  est  une  identité,  ou  bien 
toutes  les  quantités  Ar,»  où  la  somme  des  indices  est  ta  même 
sont  identiques.  Comme  les  expressions  Ar,»  dépendent  seule- 
ment de  la  somme  des  indices,  nous  écrirons  par  la  suite 

Cette  mutation  admise ,  nous  voyons  que  telle  est  la  nature 
des  coefficients  ar,s  qui  affectent  les  équations  linéaires^  des- 
quelles on  tire  Féquatioii  finale  cherchée  par  l'élimination  des 
inconnues ,  que  si  l'on  pose  : 

^0,0^0  +  »o,iX,  +  c/o,-iJ^^+  ...+cto,n-i-3:n—i  ^'l'„ 

»V^o  +  «2,i-2:".  +  «2,2-^,  +  .. .  +  a2,n-»-3^n-i  =  w,  /  (^  ^/ 

"n— i.o-H-îTp+an— 1,1  :»',+û<n— i,2'2:',+  ...+"»i— ^n-i-^^n— i^^^'"n— 1  /' 

les  équations  inverse^,  pour  lesquelles  les  quantités  Xr  sont 
exhibées  en  mr,  prennent  la  forme  • 

Lj:-^=A„w„-}- A./;/,  +  A,w,+....  +  A„_,/«„_,  , 

l..r,  =  A,/«„  4-  A  J",  -f-  Aj/w,  ^  . . .  4-  ^^ „"'„_.  1 

Lx,  =  A,/;;„-f-  A,;//,  +  A,m,  +  . . .  +  A„.^..m„_,  j  (^  ^) 

^'r„_,  =  A„_./;7„  -f  A„m,  +  A,.+,w,  +  ...  +  A,„_///„_.       ] 

Si  l'on  substitue  ces  équations  (13)  dans  une  des  équa 
tions(12), 

il  vient  :  * 

"r,(;Ar  +  Cr.r  Ar-fi+ar^.2Ar+2  +  ...  +  ^r,n— l'^r+n— I  =  f-*;     (l4) 

«l  si  rot  s  sont  différents,  on  a  l'identité 
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Dans  ces  formules,  r,  "*  peuvent  prendre  les  valeurs  0,1, 
2,  3  ...  n—i. 

VI. 

11  suit  des  formules  (10)  et  (1 1)  : 

OÙ  /•,  r\  s ,  5'  sont  des  nombres  quelconqiies  de  la  suite  0,  1 , 
2,  ...  n  —  1  ;  ainsi  toutes  les  fois  qu'une  valeur  cfb  a:  satisfait 
aux  deux  équations  J'{j:)  =  0,  tf(a:)  =  0,  et  qu'on  a  par  con- 
séquent L  =  0,  les  puissances  j:"*  de  a:  sont  proportionnelles 
aux  quantités  A^,  m  désignant  un  quelconque  des  nombres 
0 ,  1 ,  2 ,  . . .  71  — l ,  ou  bien  qu'on  a  : 

iia::  x':  a:\..  :jc'''-'  =  a^:  a.:  a,:  A3...:  A,„_,.     (16) 

De  là  on  peut  déduire  diverses  relations  entre  les  quantités 
A^,  A,,...  A,„_,  lorsqu'en  même  temps  il  existe  entre  les 
constantes  ar,  Or  l'équation  conditionnelle  L=0;  ainsi 
de  (16)  on  déduit  : 

AmA)n'=  Ajw+m' j      A^      A)m  =  A,    ,  (17) 

OU  bien  les  expressions  A^A»,— i  — A^^m'  ;  A„"'"''Ar»— A,"*  sont 
divisibles  par  L. 
Si  l'on  multiplie  les  équations  proposées 

0  =  cf(.r)  =  ^/„x"  +  V.-^""'  +--K 

successivement  par  1 ,  x,  j:\..  x"~%  et  qu'on  remplace  dans 
les  produits  les  puissances  a-*"  de  a:  par  les  quantités  propor- 
tionnelles Am ,  il  vient  : 

0  =  /z„A.4-a.A,+  rtA+---  +  «„A„  ] 

0='«A+'2.'^.+  ^A+...4-^„A„J  I  (18) 

Equations  analo^^ues  en  ^.  (J9) 
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Mais  les  expressions  à  droite  dans  (18)  montent  seulement  au 
degré  n  —  1  relativement  aux  constantes  6m,  et  dans  les 
équations  (19)  seulement  au  degré  n — 1  relativement  aux 
constantes  «„;  donc,  d'après  les  observations  du  §  IV,  les 
équations  (18)  et  (19)  sont  identiques. 

Nous  avons  vu  qu'on  peut  former,  avec  les  constantes  qui 
affectent  les  équa||||ns  proposées  du  n^^^  degré ,  2«  —  1  ex- 
pressions (5^„,  A, ....  A^_,) ,  expressions  entières  où  les  con- 
stantes de  l'une  et  l'autre  équation  montent  au  degré  n — 1, 
et  qui  sont ,  toutes  les  fois  que  les  équations  ont  une  racine 
commune,  proportionnelles  aux  puissances  0,  1,  2 ....  2/i — 2 
de  la  racine  commune  ;  et  il  résulte  facilement  ce  qui  pré- 
cède ,  qu'tV  n^ existe  pas  une  telle  expression  qui  soit  propor- 
tionnelle à  la  puissance  2n — 1  de  la  racine  commune. 

Car,  soit  A,„_,  une  expression  telle  que  l'on  ait  ; 

multipliant  les  deux  équations  proposées  par  j:""'  et  rempla- 
çant les  puissances  de  x  par  les  quantités  proportionnelles  en 
km,  il  vient 

^o  A  „_.  +  ^, A„  +  a,A„^.  -)-••••+  û„ A,„_  =  0  , 
6oA„_.  +  6.A„  +  Mn+.  +  -..  +  KK..,  =  0. 
Ces  deux  équations  montant  au  même  degré  n  —  1  par 
rapport  aux  constantes  sont  identiques.  La  première  de  ces 
équations  réunie  aux  équations  (18)  donne  un  système  qui 
fournit  les  rapports  entre  «e ,  ^, ,  «,,  ....  a^  ;  la  deuxième  de 
ces  équations,  jointe  aux  équations  (19) ,  donne  un  système 
d'où  l'on  déduit  les  rapports  entre  6o ,  6, ,  ...  •  6„  ;  comme  ces 
rapports  proviennent  de  la  même  manière  de  deux  systèmes 
identiques,  on  aura  donc  : 

a^\  a,\  a^....  '.  a„=^bo  '.  b, '.  b,  ....  '.  b^\ 
ce  qui  est  absurde. 
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VII. 

Soient  M  el  N  deux  fonctions  de  a  rationnelles .  entières 
et  de  degré  n  —  l  5  on  peut  toujours  déterminer  les  2«  coef- 
ficients de  ces  fonctions  de  manière  que  l'expression 

M/(x)  +  N?(a:)=:P 

devienne  égale  à  une  expression  donnée  en  x ,  rationnelle  et 
entière  et  de  degré  2«  —  1 .  Cette  détermination  des  coclii 
cients  de  M  et  N  exige  la  résolution  de  2rt  équations  linéaires 
entre  deux  inconnues.  Appelons  Lle^ dénominateur  commun 
aux  valeurs  algébriques  de  ces  coefficients,  obtenus  par  la 
résolution  des  équations  ;  et  posons  : 

dont  les  coefficients  de  M  et  N  sont  des  fonctions  entières  des 
constantes  qui  affectent /"(x),  cp(x)  et  Q. 

Toutes  les  fois  qu'on  aura  simultanémenty(j:)=0,  ç(j;)=0, 
on  aura  aussi  L  =  0  j  car  il  est  permis  de  faire  Q  =  1.  Cette 
équation ,  ne  renfermant  pas  de  jc  ,  n'est  autre  que  l'équation 
finale  cherchée  et  la  même  que  nous  avons  trouvée  ci-dessus. 
Euler  est  le  premier  qui  ait  indiqué  cette  méthode  d'élimina- 
tion (Acad.  de  Berlin,  XX,  an.  1764)  (*).  Montrons  comment 
Q  étant  1,  ou  égal  à  x-^x',  x^ .... x'"~',  ou  à  une  fonction 
quelconque  entière  et  d'ordre  2« — 1,  les  fonctions  multipiica- 
trices  IM  et  N  peuvent  généralement  être  déterminées  en 

A01  A, ,  A, ....  A,^_j. 

Substituant  dans  (13)  x''  au  lieu  de  Xr,  où  r  est  un  des 
nombres  0,  1 ,  2  ....  «  —  1 ,  il  vient  : 

Lx'"=  Ar/no+  Ar+i/«,-f- A2+r"',-|--  •■  +  An-i+r/?în-i- 


(■)  Bczoul  a  étendu  celte  méthode  à  un  nombre  quelconque  d'cquations.  C'est 
le  but  de  son  célèbre  traité  des  é(|uations.  Tm. 
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Dans  celte  valeur,  si  nous  remplaçons  Wo,  m, ,  m, . 
par  leurs  valeurs  tirées  de  (2) ,  (j  II ,  et  ayant  posé  : 


il  vient  : 


+  Ar+n-i^n  ;  (20) 

Nr  =  Ar    K^"-  H-  a„_,^"-^+  ....  +  «.] 
4-  Ar+,  [a„^"-'+^„_,J:"-3 +  ....+«,] 

■~r  Ar+n-i<2»  » 

Mr/(:r)+Nr^(j:-)  =  Lx'.  '      (21) 

Le  nombre  r  peut  prendre  seulement  les  valeurs 
0,  1,  2  ....  n —  1  ;  mais  nous  allons  faire  voir  comment  les 
fonctions  multiplicatrices  se  déduisent  de  nos  formules  pour 
les  valeurs  w, /z-|- 1,  ....  2/1 — 1  de  r. 

VIII. 

Supposons  que  dans  toutes  les  formules  de  ci-dessus,  on 
1 
remplace  x  par  —  et  «r ,  br  par  an-r ,  bn-r  i  alors  les  fonc- 
tions f{x)  et  <j>  [x)  deviennent  x'^'/ix) ;  x~"ç  {x) .  Par  le  même 
changement  dans  les  formules  (1)  du  paragraphe  2 ,  on  a  : 

Mr  =  [ao-\-  n,x+  a,x^-\-  ..  .  +  an-r-,  ■r""'"']  '^IZ- 


^  [b^-^  b,x  -^  b.x'-^  ....-^bn-r-ix''—']-^^, 

=  — [tfn-r  +  rtn-r+i  X-{- an.r+2X'-\- ....-{- a  x'']—;^^ 

X 

H-  [bn-r  +  bn  -r+i  X  -\-  bn-r+^x'  +....+  b„x']  -yrr, 

"H-i-r 

Xn-t 
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Les  formules  ,2)  du  §  II  donnent  : 

—  mn-i-r                             ,                        1     ,  <     , 

=  ^n-t,n-t-r  -r'^n-2,  n-i-r r*»»-3,  »-'-♦•  "1"!" 


.2-  X  X 

••••+«oi  n-i-r  pr::. 

Ainsi,  au  moyen  de  ce  changement,  2(»,4se  change  en 
—  »n-i-t,n-i-r.  Je  fajs  obscrver  que  ,  étant  posées  générale- 
ment les  équations  linéaires  quelconques  (2) ,  si  on  remplace 
a«,r  par  on-i-t,  n-i-r  ,  alors  dans  les  questions  inverses  (6)  L 
restera  invariable,  Ar,s  se  changera  en  A„_i-r,n-i-«  ",  si  en 
même  temps  les  coefficients  a,,r  changent  de  signe,  alors  L 
et  Ar,»  se  changent  en  (— 1)"L,  ( — l)"~'Ar'«;  de  là,  dans  le 
cas  actuel,  pour  le  changement  indiqué ,  L  et  Ar  deviennent 

1 
( — 1)"L  et  ( — 1)"  'A2n-2— r-  Ainsi,  ayant  remplacé  x  par  -, 

et  «r,  br  par   «n-r,  bn-r-,   alorS  /"(jr),  œ(:r),  /rtr,  ^r,« .  L>   Ar 

se  changent  en*<— ^,  —^,  — ^^:::^,  'jn-x-T,n-\-t'y{—\)  L, 

X  X  X 

( — 1)     'A2n— 2— r- 

Faisant  ces  changements  dans  (20)  et  (^) ,  et  après  avoir 
multiplié  par  ( — l)"x'""',  iwient  : 

M2n-i-r/(^)  +  Nan-i-r  ?(^)  =  hx-2n-\-ry  (22) 

OÙ 

M2m-i-r  =  A2w-2-r  [^o+  b,X  +  h^x'^A^  •  •  •  •  *^n-i-3^"~'] 
+  Aan-s-r  \h^-\-  b,x  +  b^x'-{- ....  6„.2J:""'] 
4-  A2n-4-r  [bo-\-  b,X  +  b^X^-{-  ....  ^n-3^""^] 


+  A„.,.rx"-'^„  ,  (23) 

—  M 2n-i-r  =  A2n-2-r  [^^0+  a,'^'  +  a^-X^-\-  ....  a^_, a'""'] 

+  A2n-3-r  [ûo-f-  a.a;  -j-  «,x'+  ....  ^„_,a:"~']  • 
-f-  Aon-4-r  \ao-\-a,x  -j-  a,j:'+ ....  ^/„_3a."~3] 

An-i-r-l"     'rto 
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Dans  ces  t'urmules  r  peul  prendre  derechef  les  valeurs 

0,  1 ,  2 «  —  1 .  Donc  'In  —  1  —  r  peul  prendre  les  valeurs 

II,  7i  -{- 1 ,  «  -|-  2  . . . .  2«  —  1 .  Ainsi  toutes  les  fonctions  multi- 
plies triées  sont  délerminées:  De  là  on  peut  déduire  facile- 
ment les  expressions  des  mémos  fonctions  lorsque 

car  on  aura  : 

Mz=/.M,-f  AM.+  ..../,„_.M.„_., 

Si  r<;  «  ,  nous  déduisons  des  équations  (20)  les  fonctions 
nuiltiplicatrices  par  les  formules 

j"Ar        A,.+  ,        kr+-i    .  ,    Ar+n-i"l     ,    , 


N, 


[  Ar        Ar+i    ,    Ar+2    ,  .    Ar+n-i'l    „,    , 


(24) 


avec  la  condition  de  rejeter  les  puissances  négatives  de  x. 
Si  r «,  noué  tirons  de  (23),  en  mettant  rau  lieu  de 

'2n  —  1  —  r  , 

Mr=  [Ar-i+Ar-2  J:+Ar-3  J:'4-— •+Ar-n^"~']<p(^) 
—  Nr  =  [Ar-.+Ar-2^+Ar-3^'+....+A,.-„^-"-]/k)     ^      ^ 

en  rejetant  les  puissances  de  x  supérieures  un —  1. 

Au  cas  où  les  fonctionsy(a)  et  y  (a)  ont  le  facteur  linéaire 

jc  —  l  en  commun  ,  nous  avons  vu  que  l'on  a  |r  =  —  ;  d'où 

l'on  conclut  facilement  que  dans  ce  cas  on  a  : 

X  —  2  '     X  —  I 

^  _  .    ay(.r)-.ry(^)_  /(x)        ('^^^ 

i>lr — ./lo   -^ —  Ao%    z 

X 4  X  —  t 
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Euler  a  indiqué,  dans  le  mémoire  ci-dessus  cité,  la  nature 

de  ces  fohetions  multiplicatriccs.  —  AoT  j       et   —  A»  -^ 

dx  dx 

sont  les  valeurs  que  prennent  Mr  et  Nr  lorsqu'on  suppose 

-i'  =  $.  [La  suite  prochainement.  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  177, 

(Fin.)(  V.  p,  126.) 

PAR  M.  i:.x:gai.i.axs  , 

Elève  du  Collège  mililaire  de  La  Flèche. 


Quatrième  cas  (ûg.  23). 


L'équation  du  lieu  de\\enly  =  —j:^-\-\/iK'u:'-{-m\  le 
signe —  du  radical  devant  évidemment  être  écarté  ;  l'origine 
est  alors  le  point  de  contact  des  deux  cercles. 

Pour  que  j  soit  réel,  il  faut  que  ^R'j:''-\-m^  soit  >»  j:*, 
ou  qu'on  ait  x^ — ^K'x^ — m*<;0,  c'est-à-dire  que  o:^  soit 
compris  entre  les  racines  de  l'équation  x^  —  4R^a;' — m*  =  0, 
,  qui  sont  :c;  =  2R'-f  f/4R^-f-/»\  a:,/=2R'  — K4R^-f  m*. 
La  limite  x^,^  étant  négative,  doit  être  rejetée  et  remplacée 
par  0,  c'est-à-dire  que  x  doit  être  compris  entre 


-|-K'2R'-f  K4R^-|-/«4  et  —  l^2R^-l-\/4R^  +  //iS 

valeurs  plus  grandes  que  2R  en  valeur  absolue.  Prenant 
donc  A^  et  A^^  pour  ceux  qui  correspondent  à  ces  valeurs, 
la  courbe  est  comprise  entre  les  parallèles  à  l'axe  des  jk 
menés  par  ces  points.  * 

Pour  j:=  0,  on  a  y  =  ±ni;  on  devait  s'y  attendre.  En 
effet,  pour  ce  point,  les  deux  tangentes  sont  égales,  et  par 
conséquent  chacune  d'elles  est  égale  à  m  ;  or  les  triangles 
omK ,  oCni  sont  égaux  ,  donc  0/1=  m. 
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Passons  inainlonaitt  à  la  discussion  de  la  tangente  pour 
delerminer,  comme  dans  les  cas  précédents,  la  fornie  pré- 
cise de  la  courbe.  L'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

j:*-|-(2r'— 4R>'+j'-"i^  =  0,  (5) 

d  ou  tang  a  =  —  — — '--'^ ^ . 

Pour  ^  =  0,  tang 2  =  00,  et  il  n'y  a  pas  d'autre  point  où 
il  en  soit  ainsi. 

Pour  que  tanga=0,  il  faut  ij:^-\-iyjo —8R''cc=:0^  ce 
qui  donne  encore,  comme  dans  les  autres  ras,  jr  =  0;  puis 
il  reste  x-"-\-y=2K\  et,  en  combinant  cette  équation  avec 
l'équation  (5),  on  trouve  à  accoupler  poui*les  points  où  la 
tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  x  : 

,_4R*  — m''         ,_4R*4-m4 
^'~      4R^       '   '^'~       4R^     • 

11  y  a  donc  à  examiner  trois  cas  :  4R^>»;;i* ,  4R''  =  m''' , 
4R«</«*. 

1°  x"  est  positif,  et  par  conséquent  x  a  des  valeurs 
réelles  bien  déterminées;  et  si  l'o'n  compare  y  à  /«',  on  voit 
que  4R^  étant  >  m'>,  et  par  conséquent  2R'  >.  m\  on  pourra 

poser  2R'  =  m'  -f  '^  ,  ûouy  = '   ,  .   ,., —  ,  tandis  que 

•2ijn  -f-ù") 

,      4K'//i'       •2m^-{-2m''r 
m  =    .p,  =  — — ,  ,   „^  ,  et  qu'amsi^'  est  >»/«'.  On  voit 
4n.  2[//i  -f-  0  ) 

donc  qu'ayant  pris  {fig.  21)  CB'  =  CB''=/«,  il  y  aura  quatre 

points  m',  /«",  m'",  m'"',  symétriquement  placés  par  rapport  à 

l'origine,  tels  que  leurs  ordonnées  soient  plus  grandes  que  CE' 

et  CB",  et  qu'en  ces  points  1j^  tangente  est  parallèle  à  l'axe 

des  X;  rapprochant  ce  résultat  de  ceux  que  nous  avons  déjà 

obtenus,  nous  trouvons  à  la  courbe  la  forme  représentée 

dans  la  figure  21 . 

2/"' 
2"  x'  =  0,  y'  —  — r=m'i  cela  n'indique  léellcmcnt  pas 
2m 


—  i-;i    - 
de  nouveaux  points ,  puisque  ce  résultat  nous  ramène  aux 
points  B'  et  B".  La  courbe  est  celle  de  la  figure  22. 

3°  x'«<0,  X  est  ima2:inaire  ;  il  n'y  a  pas  d'autres  points 
que  B'  et  B".  C'est  encore  la  courbe  de  la  figure  22. 

Cinquième  cas  (fig.  24). 

fl?>>2R.   Alors  R' d'  est   <;0i  nous  poserons  cette 

4 

quaniilé  égale  à  — h\  h  n'ayant  plus  ici  une  interprétation 
renjarquable  coname  dans  le  troisième  cas,  mais  étant  facile 
à  construire. 


L'équation  devient  donc  r'==  —  ^' — x"  -{-vd'x' -\-i 
le  signe  —  devant  être  évidemment  écarté. 


Pour  que  j^  soit  réel,  il  faut  que  x'+h^  soit  ■<K^'^'+w'', 
«m  a:^-l-(2/t'  — i/^')x'-f-/i* — /«*<0,  ce  qui  donne  pour  x' 

les  limites       x^= /i^+X  / -d'h'+m\ 

2  y      ^ 

X  '  = /i  — \  / d'h^-\-m\ 

"2  V      * 

Il  y  a  donc  encore  ici  à  examiner  successivement  m'  <C'^% 

1°  /?»'<; A",  même  courbe  qu'au  troisième  cas,  pour  la 
même  hypothèse. 

2"  ni^=ih';  ici  les  deux  ovales  viennent  réellement  se 
réunir  en  passant  par  le  centre ,  car  le  lieu  actuel  coïncide 
avec  celui  des  projections  du  centre  d'une  hyperbole  sur  des 
tangentes,  et  celte  génération ,  par  suite  de  la  propriété  qu'ont 
les  asymptotes  de  l'hyperbole  d'être  les  limites  des  tangentes, 
nous  indique  déjà  la  forme  de  la  courbe,  semblable  à  une 
lemniscate  ou  à  l'ovale  de  Cassini  pour  le  cas  de  d^m.  Ce 
que  le  calcul  nous  donnera  ne  va  donc  être  en  quelque  sorte 
qu'une  vérification.  Dabord  il  est  facile  do  vérifier  la  gêné- 
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ration  que  nous  venons  d'indiquer;  en  eflel,  le  changement 
de  B'  en  — B'  et  de  li'  en  —  //'  dans  les  calculs  faits  au  troi- 
sième cas ,  nous  donne  ici  pour  les  deux  équations  corres- 
pondantes : 

et  l'on  voit  qu'il  est  facile  de  passer  des  deux  cercles  à  l'hy- 
perbole, et  réciproquement.  Cherchons  maintenant  la  forme 
de  la  courbe,  a:,^  devient  nul;  il  n'y  a  que  deux  points  de 
rencontre  Q'  et  Q''  avec  l'axe  des  x.  Pour  j  =  0,  on  ne  peut 
trouver  d'autre  valeur  que  x  =  0.  En  discutant  la  tangente, 
on  voit  qu'elle  coïncide  en  C  avec  l'axe  des  .r  (fig.  24),  et 
qu'elle  est  parallèle  à  cet  axe  en  quatre  autres  points  m', 
m",  m'",  m"".  L'ensemble  de  ces  renseignements  lui  assigne 
la  forme  que  montre  la  flgure. 

3°  m"^h\  même -courbe  qu'au  iroisième  cas,  pour  la 
même  hypothèse. 

Note.  Règle  générale.  Toutes  les  fois  que  les  termes  du 
4èffie  degré  d'une  ligne  plane  du  quatrième  ordre  forment  un 
carré  parfait,  la  ligue  est  le  lieu  des  projections  d'un  point 
fixe  pris  dans  le  plan  d'une  conique  sur  les  tangentes  à  cette 
conique.  (Voir!.  III,  p.  426.)  Tm. 


SUR  LA  GÉOMÉTRIE  SPHERIQUE  ANALYTIQUE. 

(V.  p.  1-47.) 

PAK  M.  BORGHrXT, 

professeur  de  mathématiques  au  lycée  de  Tours  (*). 


§  IV.  Des  coniques  sphériques. 
Réduction  de  l'équation  générale  des  lignes  du  deuxiémr 
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lane">    .   lane  "a       ^     _,      ... 
ordre  à  la  forme  unique  , — ^  +"  .    =  1.   Conditions 

tanjî  -b       tang  '« 

^our  que  l'équation  générale  dos  lignes  du  deuxième  ordre  re- 
présente un  cercle.  Quand  on  cherche  le  lieu  du  sommet  d'un 
triangle  sphérique  dont  la  base  et  la  surface  sont  constantes , 
on  trouve  une  équation  du  deuxième  degré  ;  donc  le  lieu  est 
une  conique  sphérique  ;  de  plus,  les  conditions  précédentes 
sont  remplies;  donc  cette  conique  est  un  petit  cercle.  C'est  le 
beau  théorème  de  Le.xell.  On  trouve  une  ligne  du  deuxième 
ordre  quand  on  cherche  le  lieu  des  points  dont  la  somme  ou 
la  différence  des  dislances  à  deux  points  fixes  est  constante  ; 
le  lieu  est  donc  une  conique  sphérique  :  c'est  le  théorème  de 
Fuss.  On  vérifie  avec  la  même  facilité  le  théorème  de 
Magnus  sur  l'égalité  des  angles  que  forment ,  avec  l'arc  tan- 
gent à  la  conique ,  les  deijx  arcs  vecteurs  menés  des  deux 
foyers  au  point  de  tangencc,  et  tant  d'autres  propositions  qui 
sont  dues  soit  à  M.  Steiner,  soit  à  M.  Chasles. 

J'étends  aux  coniques  sphériques  quelques  belles  pro- 
priétés des  coniques  planes,  savoir  :  la  propriété  des  pôles  et 
ses  polaires  de  La  Hire  ;  la  propriété  de  l'involution  de 
Desargues;  la  description  d'une  conique  à  la  manière  de 
Iviàclaurin  et  de  Braikenridge;  l'hexagramme  de  Pascal  et  le 
théorème  correspondant  de  Brianchon.  Je  généralise  ainsi 
ces  deux  dernières  propriétés  : 

A.  Si  une  conique  sphérique  est  traversée  par  un  triangle 
sphérique,  on  obtient,  en  menant  sur  la  surface  de  la  sphère 
les  cordes  des  arcs  interceptés  entre  les  côtés,  un  second 
triangle  sphérique  dont  les  côtés  et  les  sommets  correspon- 
dent aux  côtés  et  aux  sommets  du  premier.  Il  arrive  toujours 
que  1"  les  intersections  des  côtés  correspondants  sont  placés 
sur  une  même  circonférence  de  grand  cercle  i  2°  les  arcs  qui 
unissent  les  sommets  correspondants  concourent  au  même 
point. 
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B.  Si  une  conique  sphériqiK^'csl  traversée  par  un  triangle 
sphérique,  on  obliefit ,  en  menant  une  tangente  à  la  conique 
par  les  deux  extrémités  de  chaque  côté,  un  second  triangle 
dont  les  sommets  (intersections  de  ces  tangentes)  correspon- 
dent aux  sommets  du  premier  triangle  et  dont  les  côtés  ont 
aussi  leurs  correspondants  parmi  ceux  du  premier.  Il  arrive 
toujours  que  i°  les  arcs  de  grand  cercle  qui  utiissent  les  som- 
mets correspondants  concourent  au  même  point;  2°  les  in- 
tersections des  côtés  correspondants  sont  placées  sur  une 
même  circonférence  de  grand  cercle. 

§  V.  Des  lignes  sphériques  en  général. 

Étant  donnée  l'équation  d'une  ligne  sphérique  quelcon- 
que, soit  algébrique,  soit  transcendante,  je  forme  l'équation 
de  sa  tangente  en  un  point,  celle, de  sa  normale,  l'équation 
générale  de  sa  polaire;  je  détermine  l'angle  sous  lequel  se 
coupent  deux  lignes  sphériques  données  par  leurs  équations. 
'  Je  forme  quelques  lieux  géométriques,  par  exemple,  le 
lieu  du  centre  d'un  cercle  variable  tangent  à  deux  petits 
cercles  6xes  ;  c'est  une  conique  sphérique  :  le  lieu  du  sommet 
d'un  angle  constant  circonscrit  à  une  conique  ;  c'est  une 
ligne  du  quatrième  ordre  qui  se  réduit  à  une  conique'  si 
l'angle  est  droit ,  d'où  résulte  que  l'enveloppe  des  cordes 
de  90"  inscrites  à  une  conique  est  elle-même  un(»  conique  ,  la- 
quelle se  réduit  à  un  point  si  la  conique  proposée  a  un  axe 
de  90",  etc.,  etc. 

§  VI.  Emploi  d'un  autre  système  de  coordonnées. 

Dans  cette  dernière  partie,  les  lignes  sphériques  sont  ex- 
primées par  des  équations  entre  la  longitude  et  la  latitude  de 
leurs  points.  Ces  nouvelles  coordonnées  ont  quelques  avan- 
tages sur  les  coordonnées  employées  plus  haut,  comme  de 
représenter  d'une  manière  plus  simple  certaines  lignes  dont 
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l'usage  osl  11'  plus  fiéquent,  le  rorclo  ,  |)ar  exemple,  et  de 
donner  des  formules  îuissi  plus  «implrs  pour  la  quadrature, 
la  rectification  et  l'angle  formé  par  deux  courbes  en  se  cou- 
pant; mais,  sous  un  point  essentiel ,  le  nouveau  système  le 
cède  à  l'autre,  c'est  qu'il  n'offre  pas  de  caractères  pour  la 
classification  des  courbes  ,  de  sorte  qu'une  même  ligue  n'est 
plus  reconnaissable  à  son  équation  lorsqu'elle  présente  des 
différences  de  position  par  rapport  aux  axes. 

J'établis  les  formules  qui  permettent  de  passer  de  l'un  à 
l'autre  système;  j'applique  le  nouveau  système  à  la  détermi 
nation  des  espaces  quarrables  de  Viviani,  à  la  rectification 
de  la  loxodromie  sphérique,  à  la  formation  de  l'équation  des 
projections  stéréographiques,  à  la  considération  de  la  spirale 
de  Pappus  et  d'une  Clélie  de  Guido  Grandi ,  etc. 


SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  179 

(V.  p.  75  et  106)0. 

FAR  M.  JUXiES  X.ESEURRE  , 

plève  de  rinstitiition  Barbet. 


Un  point  est  situé  à  l'extérieur,  sur  le  contour  ou  à  l'inté- 
rieur d'une  parabole,  suivant  que  les  coordonnées  satisfont 
aux  relations 

Ay'  +  Bxy  -{-  C.r'  -f  Dj^-  +  Ej^;  +  F  >  0  ;   A  >  0 

=  0 
<0. 
{Fig.  27.)  Cela  posé,  prenons  pour  axes  deux  côtés  opposés 
AB,  CD  du  quadrilatère  en  question ,  soit  OA=a  ;  OB  =  «'  ; 

(')  Voir  le  lemme,  p.  106.  Tiii. 

Ann.  dk  Matiiém.  Vil.  1^ 
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OC  =  6  i  OD  =  &'  ■  y-{-  Bxy  +  Ca=-|-  D>  +  Ea  -{  F=  0 ,  l'é- 
quation de  la  parabole  passant  par  A6CD,  on  a  : 

D=-(.4-a');    F  =  a.';  ^  =  6?';  C  =  ^' ;   E  =  ~{S  +  ^); 
ti  65  aa 

B=±2\/i. 

Y      66' 
Ponr  la  conique  passant  par  le  cinquième  point  ^(y,^),  on  a  : 

\  7^  / 

donc  les  inégalités  se  réduisent  à 

/  ^-f  Cv'+D^J+Ev+FX  2 

( — — I  —  B'  >  0.  On  a  une  hyperbole. 

=  0.  parabole. 

<C  0.  ellipse, 

ou  bien 

(^•—By^+Cv'+IW+Ev+F)  (<Î'+B7<Î+C7'+D'Î  +  E7  +  F)>0. 

=  0. 
<0. 

Or  les  deux  facteurs  du  premier  membre  ne  sont  autre 
chose  que  les  polynômes  obtenus  en  substituant  à  la  place  de 
.r  et  y  dans  les  équations  des  deux  paraboles  passant  par 
A  B  C  D  les  coordonnées  du  point  E. 

Or,  suivant  que  ces  deux  facteurs  seront ,  1°  tous  deux 
positifs  ou  négatifs,  2*  l'un  nul  et  l'autre  quelconque,  3»  l'un 
positif  et  l'autre  négatif,  on  aura  pour  la  conique  une  hyper- 
bole, une  parabole  ou  une  ellipse.  D'après  le  principe  rap- 
pelé ci-dessus,  le  cinquième  point  est  dans  le  premier  cas  à 
l'intérieur  ou  à  l'exléricnr  des  deux  paraboles;  dans  le 
deuxième ,  sur  l'une  des  deux  paraboles  ;  dans  le  troisième , 
à  l'extérieur  de  l'une  et  à  l'intérieur  de  l'autre  :  ce  qui  dé- 
montre le  théorème  énoncé. 
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SUR  LE  CENTRE  DE  FORGES  NON  PARALLELES 
de  Minding ,  d'après  Mœbius  (Crelle,XVI,  1-1836  ) 


1.  Dans  tout  ce  qui  suit,  on  suppose  un  système  de  forces 
appliquées  à  un  corps  ou  à  un  système  de  points  liés  entre 
€ux  d'une  manière  invariable.  Le  système  "tie  points  éprouve 
un  déilacement  ,  mais ,  dans  ce  déplacement ,  chaque  point 
d'application  conserve  sa  force  la  même  en  intensité ,  direc- 
tion et  sens.  C'est  ce  qu'il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue. 

A .  Système  de  forces  parallèles. 

a)  Résultante.  Quelque  déplacement  que  subit  le  système, 
la  résullante  passe  toujours  par  un  même  point  lié  inva- 
riablement aux  points  du  système  et  qui  est  le  centre  des 
forces  parallèles. 

h)  Équilibre.  Soit  A  le  centre  et  R  la  résultante  des  forces 
parallèles  agissant  dans  un  sens  et  B  le  contre,  et  — R  la  ré- 
sultante des  forces  parallèles  agissant  dans  le  sens  opposé  ; 
AB  est  dans  la  direction  des  forces.  Dans  un  déplacement, 
R  et  — R  forment  un  couple  et  l'équilibre  est  détruit ,  trois 
cas  exceptés  : 

1°  Lorsque  A  et  B  se  confondent  ;  2°  lorsque  le  système 
se  déplace  parallèlement  à  lui-même  ;  3°  lorsque  le  système 
tourne  autour  d'un  axe  parallèle  à  la  direction  des  forces. 
Du  reste,  on  peut  appliquer  à  deux  points  A'  et  B'  deux  nou- 
velles forces  égales  agissant  dans  la  direction  des  forces  et 
en  sens  opposés ,  A'B'  étant  aussi  dans  la  direction  des  forces  \ 
l'équilibre  subsiste  encore,  et  alors  l'équilibre  aura  lieu  dans 
tout  déplacement ,  puisque  les  forces  introduites  formeraient 
un  couple  tenant  en  équilibre  l'autre  couple. 

c)  Couple.  Rentre  dans  le  cas  précédent. 
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B.  Systèmes  de  forces  dans  un  même  plan. 

Le  corps  se  meut  parallèlement  à  lui-même  ,  ou  tourne  aw- 
tour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan. 

a)  Résultante  de  deux  forces.  Soit  A  le  point  de  rencontre 
des  deux  forces ,  et  B,  G  leurs  points  d'application  ;  la  résul- 
tante passera  toujours  par  le  point  A',  seconde  intersection 
de  la  résultante  avec  le  cercle  passant  par  les  points  A,  B,  C  ; 
le  point  A'  lié  invariablement  aux  points  B  et  C  est  donc  le 
centre  des  deux  forces.  C'est  une  conséquence  immédiate  de 
l'égalité  des  angles  inscrits  dans  un  segment  de  cercle. 

Résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces.  On  prend 
deux  forces  quelconques  et  on  les  remplace  par  imo  force 
unique  appliquée  au  centre  de  ces  deux  forces  ;  par  là  le  nou- 
veau système  a  une  force  de  moins ,  et  continuant  de  même, 
on  parvient  à  deux  forces  dont  le  centre  est  celui  du  système 
primitif. 

Comme  le  système  n'a  qu'un  centre  ,  il  est  indifférent  dans 
quelque  ordre  on  fasse  la  composition  des  forces ,  ce  qui 
donne  lieu  à  d'élégantes  propositions  géométriques. 

b)  Équilibre.  Soit  n  forces  ;  considérons  une  force  P  aj)- 
pliquée  en  A  ;  les  n—  1  forces  restantes  auront  une  résul- 
janie — P,  qu'on  peut  considérer  comme  appliquée  à  leur 
centre  B.  Prenons  dans  le  corps  deux  points  quelconques 
A',  ¥>',  tels  que  A'B'  soit  parallèle  à  AB ,  et  appliquons  en 
A' une  force  +S,  en  B'  une  force — S  ayant  la  direction 
A'B',  et  tellesqueS.A'B'=P.AB;  l'équilibre  subsistera  alors 
toujours  lorsque  le  plan  tournera  dans  son  plan. 

c)  Couple.  Se  réduit  au  cas  précédent. 

C.  Système  de  forces  dans  Vespace  en  général. 

«  ,  1  )  Équilibre.  Un  corps  passant  d'une  position  dans  une 
autre  ,  on  peut  toujours  trouver  une  direction  telle  que  le 
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corps,  dans  sa  première  posiliori,  lounianl autour  d'un  axe 
ayant  cette  direction  ,  prenne  une  position  parallèle  à  la  se- 
conde ;  et  si  le  corps  ,  tenu  en  équilibre  dans  sa  position  pre- 
mière ,  reste  encore  en  équilibre  après  un  mouvement  de 
rotation  autour  de  l'axe  ci-désigné ,  il  restera  encore  en  équi- 
libre dans  une  rotation  quelconque  autour  de  cet  axe  et  par 
une  Iranslalion  parallèle. 

Nous  nommerons  aa:e  d'équilibre  une  droite  lellequeréqui- 
libre  n'est  pas*  troublé  ,  le  orps  tournant  autour  de  cet  axe. 
Ainsi ,  dans  un  système  de  forces  parallèles  en  équilibre ,  toute 
droite  parallèle  à  la  direction  des  forces  est  un  axe  d'équilibre. 
a,  2)  Pour  qu'une  droite  soit  un  axe  d'équilibre,  il  est  né- 
cessaire et  suffisant  que  cette  droite  soit  un  axe  d'équilibre 
pour  les  forces  projetées  avec  leurs  points  d'application  sur 
un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  ,  et  ensuite  qu'en  pro- 
jetant chaque  force  sur  une  droite  menée  par  son  point  d'ap- 
plication ,  parallèlement  à  l'axe  d'équilibre ,  le  système  pro- 
jeté soit  en  équilibre. 

a,  3)  Lorsqu'un  système  a  deux  axes  d'équilibre  non 
parallèles,  toute  droite  parallèle  au  plan  déterminée  par  les 
deux  axes  d'équilibre  sera  aussi  un  axe  d'équilibre. 

De  là  ou  conclut  facilement  que  si  le  système  a  trois  axes 
d'équilibre  tels  que  l'un  n'est  pas  parallèle  au  plan  déter- 
miné par  les  deux  autres,  alors  une  quatrième  droite  quel- 
conque sera  axe  d'équilibre  ;  ou  ,  en  d'autres  termes,  si  un 
corps  en  équilibre  est  maintenu  dans  cet  état ,  dans  trois 
déplacements,  il  sera  encore  en  équilibre  en  un  quatrième 
déplacement;  ou  autrement,  tout  corps  en  équilibre  en 
quatre  positions  diverses  reste  en  équilibre  dans  une  cin- 
quième position.     ' 

a,  4)  Un  système  en  équilibre  n'a  pas ,  en  général ,  un  axe 
d'équilibre.  Toutefois  il  est  toujours  possible  d'ajouter  au 
système  en  équilibre  deux  nouvelles  forces  égales  et  directe- 
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nient  opposées,  agissant  sur  deux  points  déterminés  du  corps 
t't  conservant  même  intensité,  direction  et  sens  ;  et  par  là  le 
corps  acquiert  un  axe  d'équilibre ,  ce  qu'on  peut  énoncer 
aussi  de  cette  manière  :  L'équilibre  d'un  corps  tournant  au- 
tour d'un  axe  est  détruit  et  se  change  en  \>u  couple  dont  les 
forces  R  et  — R  peuvent  agir  sur  des  poinls  A  ,  B  du  corps, 
conservant  toujours  même  intensité ,  sens  et  direction. 

Les  points  A  el  B  sont  pris  arbitrairement  ;  mais  la  direc- 
tion AB  est  déterminée  ainsi  que  le  produit  R,AB. 

b,  1)  Non  en  équilibre.  On  peut  produire  l'équilibre  par 
l'introduction  de  deux  nouvelles  forces .  el  on  peut  déter- 
miner ces  forces  d'une  infinité  de  manières,  de  telle  sorte  que 
le  système  tournant  autour  d'un  axe  donné  reste  en  équi- 
libre ^  car  il  existe  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  déterminé 
par  la  nature  du  système  et  par  la  position  de  l'axe  de  rota- 
tion ,  et  tel  qu'on  peut  prendre  arbitrairement  les  deux  points 
d'application  des  deux  nouvelles  forces  sur  une  des  droites 
génératrices  de  la  surface. 

6,  2)  Les  deux  nouvelles  forces  peuvent  se  déterminer, 
ainsi  que  leurs  points  d'application ,  de  deux  manières  ou 
d  aucune  manière,  de  telle  sorte  1°  que  la  droite  qui  réunit  les 
deux  points  d'application  devienne  axe  d'équilibre  ,•  et  de  là, 
en  rendant  fixe  cet  axe,  le  corps  ,  en  tournant  autour,  con- 
servera son  équilibre  sans  que  l'on  ait  besoin  d'ajouter  deux 
forces ,  et  2"  que  les  pressions  sur  l'axe  restent  les  mêmes  en 
direction  et  intensité  pendant  la  rotation.  Nous  nommerons 
lin  tel  axe  axe  principal  d'équilibre. 

Ainsi,  par  exemple,  dans  un  système  de  deux  forces  qui 
ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  l'un  des  axes  principaux 
vsl  la  droite  qui  joint  les  deux  points  d'application ,  et  l'autre 
est  la  droite  perpendiculaire  à  un  plan  déterminé  par  les 
deux  droites,  et  rencontrant  ce  plan  au  centre  des  deux 
forces  projetées  sur  ce  plan. 
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Ceci  a  lieu  aussi  pour  deux  forces  non  parallèles  situées 
dans  un  môme  plan  ,  et  lorsque  l'on  a  égard  ,  non  à  la  rota- 
lion  dans  l(î  plan,  comme  en  B,  mais  à  une  rotation  quel- 
conque. 

Système  de  forces  parallèles  à  un  même  plan ,  ou  dans  un 
même  plan.  On  mène  dans  le  plan  deux  droites  a,  6  ,  et  l'on 
décompose  chaque  force  P  du  système  au  point  d'application 
en  deux  autres  X  et  Y,  parallèles  à  ces  droites,  et  l'on  déter- 
mine la  résultante  X,  des  foi  ces  X  et  le  centre  A  de  ce  sys- 
tème ;  et  de  même  la  résumante  Y,  du  système  Y  et  le  centre  B; 
alors  dans  tout  déplacement  du  corps  le  système  est  équi- 
valent aux  forces  X,,  Y,,  agissant  en  A  et  B ,  et  a,  par  consé- 
quent, deux  axes  principaux  dont  l'un  est  la  droite  AB  et 
l'autre  une  droite  coupant  perpendiculairement  le  plan  au 
centre  des  forces  projetées  sur  ce  plan.  De  là  on  déduit  ce 
théorème  remarquable  : 

«)  Si  l'on  a  un  système  de  forces  parallèles  à  un  plan  et 
ayant  une  résultante ,  si  l'on  décompose  chaque  force  à  son 
point  d'application  en  deux  autres  parallèles  à  deux  droites 
a,  b  quelconques  menées  dans  le  plan ,  la  droite  qui  joint  les 
deux  centres  de  forces  parallèles  a  une  position  indépen- 
dante des  droites  a  et  b,  nous  nommerons  cette  droite  ligne 
centrale  du  système. 

Ce  théorème  se  généralise  ainsi  : 

p)  Étant  donné  un  système  de  forces  non  en  équilibre  et  ne 
se  réduisant  pas  en  un  couple,  si  l'on  décompose  chaque 
force  en  son  point  d'application  en  trois  autres,  X,  Y,  Z,  pa- 
rallèles à  trois  droites  arbitraires,  ^,  b,  c,  non  parallèles  au 
même  plan,  les  trois  centres  des  systèmes  X,  Y,  Z  sont  dans 
un  plan  indépendant  des  droites  a,  b,  c;  nous  nommons  ce 
plan  plan  central  du  système. 

Si  les  droites  a,  b  sont  parallèles  au  plan  central  et  c  per- 
pendiculaires à  a  et  b ,  alors,  selon  or),  Icg  centres  des  sys- 
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tèmes  X  et  Y  sont  dans  un*'  même  droilo,  située,  selon  ê), 
dans  le  plan  conlral  ;  nous  la  désignons  sous  le  nom  de  ligne 
centrale  d'un  système  de  forces  quelconques ,  agissant  dans 
l'espace.  Si  de  plus  la  droilo  a  est  parallèle  à  la  ligne  centrale, 
et  que  b  soit  perpendiculaire  sur  a  ,  alors  nous  nommons  le 
centre  des  forces  X,  parallèles  à  a  ,  le  point  central  du  sys- 
tème. 

Les  deux  axes  principaux  ont ,  relativement  à  ce  plan,  ligne 
et  point  centraux,  la  position  remarquable  suivante  : 

b  3)  Les  doux  axes  principaux,  lorsqu'ils  existent,  et  la 
ligne  centrale,  sont  parallèles  a\^méme  plan  ;  les  deux  points 
d'intersection  des  axes  principaux  avec  le  plan  contrai,  et  le 
point  central  sont  sur  une  même  droite  perpendiculaire  à  la 
direction  de  la  résultante  des  forces  transportées  à  un  même 
point. 

c,  1  )  Système  de  forces  dans  l'espace  ayant  une  résultante. 
Lorsqu'un  tel  système  tourne  autour  d'un  axe,  il  se  réduit 
à  deux  forces  qu'on  peut  transporter,  sans  changer  la  direc- 
tion ni  l'intensité,  à  deux  points  déterminés  du  corps,  et  qui 
ne  peuvent  se  réduire  à  une  seule  force  que  dans  la  position 
initiale  du  corps,  et  ensuite  après  une  demi-rolation. 

c)  Dans  un  tel  système,  les  deux  axes  principaux  existent 
toujours,  c'est-à-dire  on  peut  toujours  déterminer  deux 
droites,  coupant  la  résultante  en  deux  points,  et  telles  qu'en 
tournant  le  corps  autour  d'une  de  ces  droitps ,  le  système  ne 
cesse  pas  de  se  réduire  en  une  résultante  de  même  direction 
et  intensité  que  la  résultante  initiale;  que  par  conséquent, 
lorsque  un  de  ces  points  d'intersection  est  rendu  fixe,  alors 
l'équilibre  subsistera  en  tournant  autour  de  l'axe  passant  par 
ce  point.  Ainsi  les  deux  points  peuvent  être  considérés  i  orame 
«le  vrais  centres  du  système,  quoique  par  rapport  à  chucuu 
l'équilibre  ne  subsiste  (jue  relativement  à  un  axe  déterminé 
(>es  deux  axes  ont  une  telle  position  ;  1"  leurs  projections 
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sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  résultante  se  coupent  à 
angle  droit;  -2"  de  même  leurs  projections  sur  le  plan  cen- 
tral ;  3"  la  ligne  centrale  est  parallèle  au  plan  déîerminé  par 
les  deux  axes  ;  4°  les  deux  points  d'intersection  du  plan  cen- 
tral, et  les  deux  axes  et  le  point  central  seul,  sont  une  même 
droite  qui  est  à  angle  droit  sur  la  résultante. 

d)  Système  de  forces  dans  l'espace,  réductible  à  un  couple. 
Un  tel  système  n'a  pas  en  général  d'axes  principaux-,  s'ils 
existent ,  ils  sont  en  nombre  infini  ;  chaque  parallèle  à  un 
axe  principal  devient  un  axe  principal.  Nous  terminerons 
par  cette  observation.  Si  un  corps  soumis  aux  actions  d'un 
système  de  forces  a  un  axe  fixe,  et  s'il  doit  conserver  l'équi- 
libre en  le  faisant  tourner  autour  de  cet  axe,  et  si  on  n'exige 
pas  que  cet  axe,  ainsi  que  cela  doit  être  pour  un  axe  princi- 
pal, supporte  pendant  la  rotation  une  pression  conslaiile  en 
directic^et  intensité,  alors  si  le  système  se  réduit  à  une  force 
unique  ou  à  deux  forces ,  cet  axe  peut  avoir  une  direction 
quelconque.  11  sullit  de  projeter  toutes  les  forces  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  la  direction  donnée  :  la  droite  passant  par 
le  centre  de  ces  forces  (B,  6)  parallèlement  à  la  direction 
donnée  sera  l'axe  cherché.  Excepté  le  cas  où  le  système  se 
réduisant  à  une  résultante,  on  voudrait  que  l'axe  fût  paral- 
lèle à  cette  résultante,  et  si  les  forces  avec  leurs  points  d'ap- 
plication étant  projetées  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la 
résultante ,  chaque  point  projeté  n'est  pas  le  centre  des  autres 
forces  ;  lorsque  cette  dernière  condition  existe ,  on  peut 
prendre  pour  axe  toute  parallèle  à  la  résultante. 

Noie.  Ces  belles  propriétés  ont  été  trouvées  par  M.  Min- 
ding,  et  sont  consignées  dans  trois  mémoires  allemands  in- 
sérés au  journal  dr  M.  Grelle,  savoir  -•  XIY,  289,  1835;  XV, 
27  et  313,  1836;  ces  mémoires,  qu'on  étudie  avec  un  inté- 
rêt soutenu,  contenant  11-2  équations,  auraient  besoin  d'être 
considérablement  abrégés  pour  entrer  dans  notre  recueil. 
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Voici  une  idée  de  ce  travail  :  soit  un  système  de  forces  dans 
l'espace  appliquée  à  un  système  de  points  liés  entre  eux  d'une 
nhïîiière  iuvariablo;  concevons  les  forces  transportées  paral- 
lèleinenià  un  seul  point  use  où  elles  formeront  un  faisceau» 
faisons  tourner  ce  faisceau  autour  d'un  axe  quelconque  pas- 
sant par  le  point  fixe,  ensuite  menons  par  chaque  point  d'ap- 
plication une  parallèle  à  la  force  correspondante  des  fais- 
ceaux dans  sa  nouvelle  position,  conservant  même  intensité 
et  même  sens.  Un  voit  que  le  mouvement  du  corps  que  pres- 
crit M.  Mœbius  ne  diffère  pas  de  celui  des  forces  que  prescrit 
M.  Mindiug.  Voici  maintenant  quelques  propriétés  décou- 
vertes par  M.  Minding  et  non  mentionnées  par  M.  Mœbius. 

1°  Prenons  dans  le  plan  central  trois  centres  conjugués  de 
forces  paraQèles  et  (rois-résultantes  qui  agissenten  ces  points  j 
transportons  ces  trois  résultantes  eu  grandeur  et  eu  direc- 
(ion  en  un  point,  on  aura  les  trois  arêtes  d'un  téti^dre;  le 
volume  de  ce  tétraèdre  ,  multiplié  par  l'aire  du  triangle  qui 
a  pour  sommet  les  trois  centres,  est  un  produit  constant. 

2°  Si  les  trois  centres  sont  sur  une  même  droite ,  alors  dans 
le  mouvement  de  rotation  les  trois  centres  restent  fixes  et  les 
résultantes  tournent  autour. 

3°  Si  les  trois  centres  se  confondent,  le  système  se  réduit 
à  une  résultante  qui  passe  par  ce  point  dans  tous  les  mouve- 
ments de  rotation. 

4"  Soit  un  système  de  forces  dans  l'espace,  ni  en  équi- 
libre ni  réductible  à  un  couple;  il  existe  une  infinité  de 
mouvements  de  rotation  qui  amènent  le  système  à  avoir  une 
résultante  ;  toutes  ces  résultantes  passent  par  une  ellipse  et 
une  hyperbole  ayant  le  point  central  pour  centre  commun , 
et  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux  et  sur  le 
plan  central:  les  foyers  d'une  de  ces  coniques  sont  les  som- 
mets de  l'autre. 


—  187 


KOTE 

sur  une  propriété  des  centres  des  courbes  algébriques 
(V.  t.  II,  p.  210,  et  I.  V,  p.  228), 

FAB.  M.  BIlETOnr  (  DE  CHAMP  ) , 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


On  démontre  facilement  que  si  deux  cordes  d'une  section 
conique  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales , 
leur  point  d'intersection  est  le  centre  de  la  courbe.  Celte  pro- 
priété est  susceptible  de  généralisation  ,  comme  il  suit. 

Théorème.  Si  m  droites  se  coupent  en  un  point  dans  le  plan 
d'une  courbe  algébrique  de  degré  xn ,  et  que  leurs  rencontres 
réelles  ou  imaginaires  avec  la  courbe  soient  distribuées  deux 
à  deux  à  égale  distance  de  ce  point ,  celui-ci  est  un  centre. 

En  effot ,  l'équation  de  la  courbe  que  je  suppose ,  pour  plus 
de  facilité,  rapportée  à  des  axes  passant  parle  point  d'inter- 
section commun  des  m  droites ,  peut  être  mise  sous  la  forme 
rationnelle  et  entière  : 

ui  représentant  l'ensemble  des  termes  de  degré  i  en  j:  et  y . 
D'après  l'hypothèse  de  l'énoncé,  si  l'on  posej^==2j;,  on 
pourra  trouver  m  valeurs  a',  a',  a'"...  de  a,  qui  donneront 
des  valeurs  de  x  égales  deux  à  deux  et  de  signes  contraires. 
Or  la  substitution  de  :/.x  à  la  place  de,r  transforme  l'équa- 
tion ci-dessus  en  celle-ci  : 

ou  le  cocfiicient  A,  de  a:'  est  une  fonction  entière  de  «,  de 
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degré  i.  Pour  que  les  valeurs  de  x  qui  salisfonl  à  cette  équa- 
tion soient  égales  deux  à  doux  et  de  signes  contraires,  il  faut 
et  il  suffit  que  l'on  ait  A„,_,=:  0,  Ato-3  =  0,  A»,— 5=0,  etc., 
<  'esl-à-dirc  que  les  coefficients  des  termes  de  rang  pair  soient 
nuls;  mais  on  admet  que  cela  arrive  pour  m  valeurs  a',  :'", 
y'"  ..;  donc  les  équations  km—\  =0,  Ktn—i=0...  qui  sont 
loulî's  de  degrés  inférieurs  à  m ,  auraient  chacune  m  racines , 
ce  qui  ne  peul  avoir  lieu  sans  que  tous  leurs  coefficients 
soient  nuls;  donc  les  fonctions  «w—i  ,  «m-s,  "m— s-  •  de  rang 
pair  sont  identiquement  nulles  dans  l'équation  de  !a  courbe  , 
<e  qui  est  la  condition  pour  que  l'origine  en  soil  le  centre. 

Remarques.  I.  Oh  peut  demander  quels  sont,  dans  le  plan 
d'une  courbe  algébrique  de  degré  m,  les  points  par  lesquels 
il  est  possible  de  mener  m  —  n  droites  jouissant  de  la  pro- 
priété dont  on  vient  de  parler,  c'est-à-dire  rencontrant  la 
oourbcsyméiriquemcnt  à  des  distances  égales  de  ce  point. 

Le  raisonnement  ci-dessus  fait  voir  que  les  fonctions  de  a 
de  rang  pair  Am-t ,  Am— 3...  doivent  disparaître  lorsque  leur 
indice  est  moindre  que  m  —  «;  celles  qui  sont  d'un  degré 
plus  élevé  ne  disparaissent  point,  mais  s'annulent  pour  un 
nombre  m — n  de  valeurs  de  a,  inférieur  à  leur  degré  On 
peut  donc  les  mettre  sous  la  forme 

Am-J  =  «OT-i(a  —  «')(='  —  a")(a—  a'") ... 
Am-3  =  «m-3(a  —  ■■'■')(2< —  «")(«  —  «'").:- 

ni  étant  une  fonction  entière  de  a.  Or  x=  -;  donc     *!!--' , 

X  X 

^...  sont  divisibles  par  (~-A  (f  -  «")  (^.  "  «'")•••  i 

donc  aussi  «m— 1 ,  "m— s---  sont  divisibles  par  une  même  fonc- 
tion entière  et  homogène  des  variables  j:,  y. 

Par  conséquent,  la  condition  cherchée  est  que  les  poly- 
nômes (im-\  ,  "w   :t  ••  qui  ne  disparaissent  point,  admettent 
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un  commun  diviseur  du  degré  m  —  n.  Ce  commun  diviseur, 
égalé  à  0 ,  donne  lesyw  —  n  droites ,  qui  se  comportent  ((«urne 
si  l'origine  était  un  centre. 

Il  résulte  de  cette  théorie  que  de  chaque  point  d'une  ligne 
du  troisième  ordre  on  peut  mener  deux  droites  qui  nnc.di- 
trent  celte  ligne  à  égale  dislance  de  ce  point. 

II.  Le  théorème  ci-dessus  s'étend  aux  surfaces,  car  on  voit 
d'abord  que  si  d'un  point  on  peut  mener  m  plans  qui  coupent 
une  surface  de  degré  m  suivant  des  courbes  douées  de  centre, 
ce  point  est  lui-même  le  centre  de  cette  surface. 

En  effet,  un  plan  quelconque  mené  par  le  point  dont  il 
s'agit  coupera  la  surface  suivant  une  courbe  de  degré  /«,  et 
ses  intersections  avec  les  m  plans  donnés  j^e  trouveront  dans 
les  conditions  qui  forment  l'objet  de  cet  article;  en  d'autres 
termes ,  toute  section  plane  de  la  surface  sera  douée  d'un 
centre,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  se  demander  combien  de  droites 
menées  d'une  manière  quelconque  par  un  point ,  dans  ces 
mêmes  conditions,  soûl  nécessaires  pour  que  la  surface  ait 
un  centre. 

Considérons  l'équation  aux  trois  variables  x ,  y,  z. 

Um-\-Um—i-\---  +  ",+  «,  +  0—  0, 

OÙ  ui  est  un  polynôme  homogène  et  entier  de  degré  i  en  x, 
y,z.  Posons  y  z=<^x  ^  z  =  yx ,  nous  aurons  : 

At  étant  une  fonction  de  S  et  de  7.  11  est  nécessaire  et  il  suffit 
que  les  systèmes  donnés  de  valeurs  de  6  et  de  7  soient  tels 
que  les  coefficients  de  celles  de  ces  fonctions  qui  sont  de  rang 
pair  ne  puissent  différer  de  0. 

Or  Ato-i  ,  qui  est  du  degré  le  plus  élevé,  renferme  au  plus 

ni(ni4-\)        ^  .  .  .  /wfm  +  l)   .     . 

— —  coefficients;  si  donc  on  a droites  qui  ren- 
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contrent  la  surface  comme  si  l'origine  était  au  centre ,  c'esl- 

,    ..      7?i{m-\-i)        .  .        ,  ,    „       , 

a-dire ■ —  systèmes  de  valeurs  de  G  el  de  7  qui  annulent 

Am-i ,  Am— 3  j  Aot_5  ,  etc.,  on  aura,  pour  déterminer  chacun 

des — —  coefficients  de  A,„_i,  autant  d'équations  du 

premier  degré,  lesquelles  seront  satisfaites  en  général  en 
«'galant  à  0  tous  les  coefficients  ,  et  ne  pourront  l'élre  d'au- 
cune autre  manière.  A  plus  forte  raison  en  scra-t-il  de  même 
des  coefficients  moins  nombreux ,  de  Am— 3 ,  A^-s,  etc. 

^         m(m-\-i)         ^  ,         ... 

Donc -^ — -  est  le  nombre  cherche. 

2 

On  suppose  ici  tacitement  que  les  équations  Am— 1=0, 
Aot-3=0,  etc.,  ne  rentrent  pas  les  unes  dans  les  autres,  et 
que  les  systèmes  de  valeurs  de  6  et  7  sont  en  dehors  des  condi- 
tions toutes  particulières  qui  pourraient  faire  tomber  en  dé- 
faut le  raisonnement  employé. 

Pour  fixer  les  idées ,  regardons  6  et  7  comme  les  coordon- 

nées  d  un  pomt.   Determmer  les  — —- — -  coefficients  des 

Am-i,  c'est  faire  passer  une  courbe  du  degré  m — 1  par 

m[m-\-\)                        .                                           rn[m-\-\) 
pomts  donnes.  Or  nous  savons  que  — ^^ — ■ 1 

points  suffisent;  donc,  si  le  point  qui  est  assigné  au  delà  de 

C(^  nombre  ne  se  trouve  pas  sur  la  courbe  qui  passe  par  les 

mfm-l-l) 

1  premiers,  tons  les  coefficienls  seront  nuls. 

Aux  polynômes  A^-s,  Am-s  correspondraient  des  groupes 

m(m-f-l) 
de pomts ,  comme  pour  A^— 1  ;  à  plus  forte  raison 

les  coefficients  seront-ils  nuls  pour  ces  polynômes. 
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QUESTION  PROPOSÉE 

au  concours  d'admission  à  l'École  normale  en  1 847 
(Voir  VI,  406). 

PAR    M.  JUBÉ    (EUGÈNS), 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Umer. 


On  donne  sur  un  plan  un  nombre  quelconque  de  poin(s 
A,  B,  C... ,  par  une  origine  flxe  0  choisie  à  volonté  sur  ce 
plan,  on  mène  un  nombre  infini  de  droites,  el  sur  chacune 
d'elles  on  porte  une  longueur  OM  réciproquement  propor-. 
tionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  per- 
pendiculaires abaissées  sur  cette  droite  des  différents  points 
A,  B,  C 

On  demande  : 

i"  Le  lieu  des  points  M  obtenus  de  cette  manière  ; 

2»  S'il  est  toujours  possible,  les  points  A,  B,  C...  restant 
fixes,  de  choisir  l'origine  0  de  telle  sorte  que  ce  lien  devienne 
une  circonférence; 

3°  Examiner  si  la  courbe  cherchée  est  toujours  fermée 
pour  toutes  les  positions  du  point  0; 

4°  Lorsque  cela  a  lieu ,  trouver  où  le  point  0  doit  être  placé 
pour  que  les  points  A,  B,  C...  restant  fixes,  l'aire  totale  soit 
la  plus  grande  possible. 

1°  Prenons  pour  axes  deux  droites  perpendiculaires  passant 

par  le  point  0,  et  nommons  {■r',y),  (j:  ",jk")>  (-^'"jy")-  •  'es 

coordonnées  des  points  donnés  A,  B,  C  ....  L'équation  d'une 

droite  OM  sera^=aj:,  el  la  longueur  de  la  perpendiculaire 

y — cajc 
abaissée  du  point  A  sur  cette  droite  sera  ±:  Celles 
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des  autres  porpeiidiculairt's  auront  des  expressions  analogues, 


de  sorte  que  OM  = 


\/(y—c,x'r^(  y — .a-' Vi-.-  ■ 


Mais  OM  =  J/^x'+j^'  et  a=-,  ce  qui  donne  pour  équa- 
tion du  lieu  cherché 

[yjc—yx-Y-i-{y'x-xx"r-\- =  1, 

ou  bien 

—  ^xy{x'y-\-xy"...)  =  1 . 

équation  d'une  ellipse. 

•2°  Si,  au  lieu  de  mener  les  droites  OM  du  point  O,  on  les 
menait  d'un  autre  point  O'  ayant  pour  coordonnées  aei  b  par 
rapport  au  système  d'axes  précédents,  ou  trouverait  la  même 
équation  dans  laquelle  y,  y...  et  x\  x"...,  seraient  rem- 
placés par  y— b, y — b...  cl  x'—a,  x" — a...,  de  sorte  que 
l'équation  du  lieu  serait  alors 

^v^[(y-^r+(y'-^r-.]+r^[(^'-^r+(«"+^)'-]- 

—  2xr[{x'—a)iy—b)...]=i. 

Va'  lieu  pourra  donc  être  une  circonférence  ,  si  l'on  peut 
disposer  de  a  et  6  de  manière  à  avoir 

■{y-b)'-j-{r"-b)\..  =  {x'-ar+{n"-a)\  ., 
et  {y—b){x'-a)-j-{y'—b){x"'^a)...  =0; 

ou  bien  en  nommant  X  et  Y  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  des  points  donnés  considérés  comme  d'égal  poids ,  et 
faisant  pour  abréger  y'-\-y'\..  =  J:y^ ,  x'-}-x"''...  =  ix'^ 
et  xy-\-x'y'...  =2j:y,  et  désignant  par  fi  le  nombre  des 
points  A,  B,  C..., 

n{b'—a')—<2nYb-}-2nXa-^I.y'—lx"=  0 , 
et  7iab—2nXb—2nYa-\-lxy  =  0. 

Or,  si  dans  chacune  de  ces  équations  on  considère  a  et  /' 
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coDimc  coordonnées  courantes,  chaque  équation  ci-dessus 
appartient  à  une  hyperbole  équilalère  ayant  pour  contre  le 
point  (X,  Y) ,  et  ces  deux  courbes  se  rencontrent  en  deux 
points ,  puisque  les  axes  de  l'une  sont  parallèles  aux  asymp- 
totes de  l'autre.  Donc,  en  prenant  pour  a  et  b  les  valeurs 
des  coordonnées  de  l'un  ou  de  l'autre  de  ces  points ,  et  y 
mettant  l'origine  des  droites  OM,  le  lieu  cherché  sera  une 
circonférence. 

3°  Si  les  points  A,  B,  C. .  étaient  en  ligne  droite  et  que  l'o- 
rigine des  droites  OM  fût  prise  sur  cette  droite ,  en  prenant 
l'axe  des  y  parallèles  à  cette  ligne,  on  aurait  .r' — «  =  0, 
jc" — <z=0...,  d'où 

pour  équation  du  lieu  cherché,  qui  dans  ce  cas  se  réduirait 
à  deux  droites  parallèles  à  celle  des  points  A,  B,  C... 

4°  Ay-{-Bxy-{-Cx''=  1  étant  l'équation  d'une  ellipse  rap- 
portée à  des  axes  rectangulaires ,  si  on  la  rapporte  à  ses  axes 

4 
n',  b'  on  aura,  comme  on  sait,  a"'b"'=  — — — —  ;  et  pour 

4AL — B 

que  l'aire  de  l'ellipse  ou  Tia'b'  soit  maximum ,  il  faut  que 

4AC— B'  soit  un  minimum. 

Or,  en  supposant  que  l'origine  des  coordonnées  est  aussi 

celle  des  droites  OM,  nous  avons  obtenu  pour  le  lieu  cherché 

l'ellipse  ayant  pour  équation 

x'{y'+y'\..)+y{x''-\-a:"\..)-ùxy(a:y-^.vy"...)  =  i. 

Prenons  pour  cette  origine  le  centre  de  gravité  des  points 
A,  B,C...  ;  alors  y-hr"...=:0,  x'-fjc"...=0.  Si  l'origine  des 
droites  OM  avait  été  un  autre  point  ayant  pour  coordonnées 
a  eib  par  rapport  au  système  précédent  d'axes  coordonnés , 
on  aurait  trouvé 

-rliy-by-^-iy-by...]  -\-y[{^'-ar-\-{x"-a)\..]  - 
2a:y[ix'~a){y-b}...]  =  i , 

AnN.  HE  MaTHÉM.  Vil.  13 


-  194  — 
ou  bien 

j''{iy''-j-nb')-{'y(lx"-\-fia']—2aj{'Lx'y4-nab)—i. 

L'expression  4AC — B'  se  trouve  être  alors 

2a:'>"-f«2(6j:'— ar')'— (S:cy)». 
En  désignant  par  l.[{bn' — aj-'y]  la  somme 

{bx'-uyy-\-{bx"-ay'r , 

cette  expression  est  minimum  pour  x',y,  x",y' con- 
stants lorsque  aeib  sont  nuls.  Donc  la  courbe  correspondant 
à  l'aire  maximum  sera  celle  qu'on  obtiendra  en  prenant  pour 
i^rigine  des  lignes  OM  le  centre  de  gravité  des  points  donnés. 
Note.  Cette  question  a  aussi  été  traitée  par  M.  P.  Serret. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  175  (t.  VII ,  p.  45). 

PAB.  M.  BJ.  EMERT, 

eleve  du  lycée  de  Versailles. 


La  courbe ,  lieu  géométrique  des  sommets  de  toutes  les 
paraboles  tanj;enlcs  ii  un  cercle  donné  et  ayant  pour  foyer 
commun  un  point  6xe  sur  la  circonférence  du  même  cercle, 
a  pour  équation  entre  les  coordormées  polaires  : 

p3  =r/3cos-. 

^  3  (Slrebor.) 

Fig.  28.  Soient  O  le  centre  du  cercle  donné,  et  F  le  point 
fixe,  foyer  de  toutes  les  paraboles,  prenons  pour  pôle  le 
point  F  et  pour  axe  polaire  la  droite  FO;  considérant  une 
de  ces  paraboles,  bOit  A  le  point  où  elle  est  tangente  au 
cercle;  on  connaît  doue  ce  foyer,  une  tangente  et  son  point 
de  contact;  il  est  par  suile  facile  de  déterminer  le  sommet 
de  la  parabole. 
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Joignons  en  effet  FA,  menons  AC,  faisant  avec  Ax  un 
angle  égal  à  l'aiiglo  OAC,  par  le  point  F  menant  DF ,  paral- 
lèle à  AC,  on  aura  l'axe  ;  abaissant  KF  perpendiculaire  sur 
D^,  et  menant  KB  perpendiculaire  sur  DF,  B  sera  le  sommet . 

Désignons  la  distance  BF  par  p  et  l'angle  BFz  par  o. ,  en 
exprimant  que  AF.— DF,  on  arrive  facilement  à  l'équation 
du  lieu.  Du  point  O ,  abaissons  OG  pirpendiculaire  sur  AF, 
le  triangle  rectangle  FGO  donne 

FG=FOcos-, 

car  OFG  =  GFK=KFD  =  -; 

3' 

par  sui  te  FA  =  a  cos-  , 

d  désignant  le  diamètre  du  cercle.  D'un  autre  côté  le  trian- 
gle rectangle  DKF  donne  : 

pXDF  =  KF', 


mais  KF  = 


cos    - 


donc  DF  =  -î- 

cos^ 


Ainsi  l'équation  du  lieu  est  : 

w 

3 


dcos-=  — !- 


COS    - 

3 


ou  bien  p=c^cos^-. 

Je  profite  de  cette  occasion ,  pour  faire  remarquer  deux 
fautes  qui  existent  dans  le  premier  volume. 
Page  492,  ligne  11  en  remontant ,  on  lit  : 
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•'  L'équation  générale  élant  rapportée  au  centre ,  on  a ,  par 

la  résolulion  de  l'équatiun ,  2Cj -f-  Bj=:0;  y  =  —  ;  système 

m 

de  diamètres  conjugués  dont  le  second  est  parallèle  à  Taxe 

des  j:.  » 

Le  système  de  diamètres  conjugués  est  représenté  par  les 

équations  : 

2C:r+BK  =  0etj'  =  0. 

En6n  page  494,  l'équation 

m^sin'vii'  — 4LN[3/nsin'v— 4N']«  —  4L'sin'7=0 

n'est  pas  exacte ,  il  faut 

mîsin'7u'  +  *i^N[4N'-|-3msin'7]u  — 4L'sin*7  =  0. 

Note,  MM.  Mention  et  Paul  Serret  ont  donné  la  même 
solution  du  problème  175. 


NOTE 

fur  un  théorème  de  la  théorie  des  propriétés  projectives 
de  M.  Poncelet , 

PAR  M.   FAUX.  SERRET. 


I.  Le  théorème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 
Théorème.  Si  deux  des  côtés  AB ,  AC  d'un  triangle  ABC 
inscrit  à  une  conique ,  pivotent  constamment  autour  des 
points  fixes  P,  P',  le  troisième  côté  BC  enveloppera  une  co- 
nique doublement  tangente  à  la  proposée,  suivant  la  droite 
PP'  des  pivots. 

Remarquons  d'abord  que  ce  théorème  est  fondamental 
dans  l'ouvrage  de  M.  Poncelet ,  en  ce  sens  qu'il  sert  de  base 
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aux  belles  propositions  de  l'auteur  sur  l'enveloppe  du  côté 
libre  d'un  polygone  inscrit ,  dont  les  autres  côtés  pivotent 
autour  de  points  donnés ,  etc.,  et  à  son  théorème  si  remar- 
quable sur  les  polygones  à  la  fois  inscrits  à  une  conique  et 
circonscrits  à  une  autre. 

Cette  observation  montre  donc  qu'il  n'est  pas  inutile  de 
démontrer  ce  théorème  pour  tous  les  cas.  Or,  la  démonstra- 
tion de  ce  principe  qui  se  trouve  dans  l'ouvrage  ci-dessus  ne 
s'applique  qu'au  cas  où  la  droite  PP'des  pivots  ne  couperait 
pas  la  conique  (C)  ;  car,  si  la  droite  ï  ï  ' .  oupait  la  conique  (C) , 
on  ne  pourrait  plus  projetter  la  fîguro  de  manière  que  dans 
la  projection  la  droite  PP'  fût  emportée  à  l'infini,  et  la  co- 
nique (C)  remplacée  par  un  cercle,  caria  conique  de  projec- 
tion serait  toujours  une  hyperbole  ;  mais  on  pourra  toujours, 
dans  ce  cas,  faire  que  la  droite  PP'  étant  emportée  à  l'in- 
fini dans  la  projection ,  la  conique  (C)  soit  projetée  suivant 
une  hyperbole  équilatère,  et  l'on  aura  alors  dans  la  projec- 
tion un  triangle  abc,  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère 
et  dont  les  côtés  ab ,  ac  sont  respectivement  parallèles  à  des 
directions  données.  Si  donc  nous  prouvons  que  l'enveloppe 
du  troisième  côté  bc  dans  la  projection  est  une  hyperbole  ayant 
les  mêmes  asymptotes  que  la  première,  comme  deux  hyper- 
boles ayant  mêmes  asymptotes  (et  d'ailleurs  conjuguées  ou 
non  conjuguées)  se  projettent  toujours  suivant  deux  coni- 
ques ayant  un  double  contact  réel  suivant  la  droite  projec- 
tion de  celle  à  l'infini  du  premier  plan ,  le  théorème  actuel  sur 
l'enveloppe  du  côté  BC  dans  la  figure  primitive  sera  dé- 
montré. 

Démontrons  donc  la  proposition  auxiliaire  dont  il  s'agit  : 

{Fig.29.)  II.  Théorème.  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans 
une  hyperbole  quelconque  ^  les  deux  côtés  AB  ,  AC  sont  con- 
stamment parallèles  à  des  directions  données  ;  le  troisième 
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côté  BC  enveloppera  une  seconde  hyperbole  ayant  mêmes 
asymptotes  que  la  première. 

Démonstration.  Soient  j:y  =  k'  l'équation  de  la  courbe; 
A(^,€)  un  de  ses  points,  dont  l'égalité  (1)  aZ=k';  m,  «  les 
coefficients  angulaires  respectifs  des  côtés  AB ,  AC  -,  j:",  ,  :K.  > 
x\,j\  les  coordonnées  des  deux  points  B,  C ,  on  a  : 

pour  l'équation  de  AB,  y  =  mx  -\-^  —  ni-^\ 
d'où  mx' -\-{?>  —  my)x  —  A-'=:(), 

d'où 


mo. — 6±|/  («3 — ^i'  ■\- kni-iX,       nix  —  6±(/«a'-|-6) 


d'où 

de  même 


2m  2m 

L  «  J 


Soient  X,  Y  les  coordonnées  du  point  O  milieu  de  la  corde 
BC .  on  aura  : 


O      X= -I— Ç;   V  = -ï— a    , 

L  2w«  2        J 


d'où  l'on  tire 


XY='"'+"''.g  =  '"'+'"' p.  (2) 

4m/z  4mn 


Ce  qui  montre  que  le  lieu  des  milieux  des  côtés  BC  du  trian- 
gle ABC  est  une  hyperbole ,  ayant  mêmes  asymptotes  que  la 
proposée  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  même,  que  le  côté  BC  est 
conslammf'nt  tangent  à  cette  même  hyperbole  qui  contient 
son  milieu  ;  d'ailleurs ,  sur  la  ligure  comme  sur  l'équation  (2), 
on  peut  voir  que  l'hyperbole  enveloppe  du  côté  BC  peut  être 
conjuguée  ou  non  conjuguée  à  l'hyperbole  circonscrite  au 
triangle  ABC. 

Observation  I.  Le  point  où  le  côté  BC  touche  son  enveloppe 
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est  constamment  en  son  milii'u  O  ;  or  <e  point  O  s'oblient  on 
construisant  un  parallélogramme  sur  les  côtés  AB,  AC,  et 
menant  la  diagonale  du  point  A  ,  diagonale  qui  coupe  BC  au 
point  cherché.  Cette  remarque  permettra ,  dans  la  figure  pri- 
mitive ,  de  déterminer  à  chaque  instant  le  point  où  le  côté 
libre  du  triangle  touche  son  enveloppe,  et  la  construction 
sera  exactement  la  même  que  celle  qui  est  employée  dans  le 
cas  où  les  hyperboles  co-asymptoiiques  sont  remplacées  par 
des  cercles  concentriques. 

Observation  II.  Ce  dernier  théorème  et  l'observation  pré- 
cédente indiquent,  comme  on  le  voit,  deux  nouvelles  ana- 
logies assez  remarquables  entre  le  cercle  et  l'hyperbole  équi- 
latère. 


DÉMONSTRATION  ANALYTIQUE 

de  l'identité  de  JVaring  (Voir  t.  IV,  p.  183), 

PAR  M.  FAUX.  SERRET. 


Identité.  Soient  n  quantités  quelconques  •  û„  û„a,...an, 
on  a  l'identilé  : 

^.«2(^.-1-^.)+ (^.+^>Wû.4-'ï.+^3)-|- H- 

-\-{an-\-an-i)an—'i{an-\-an—i-\-an~i)-\- -|- 

Démonstration.  L'identité  est  évidente  pour  le  cas  de  n=2 , 
car  on  a  <z,«,(a,+^J  =rt,a,(rt,+<z,).  Donc  il  suffira  de  prouver 
que  si  l'identité  (1)  est  vraie  pour  n  quantités,  elle,  sera  vrain 
aussi  pour  n-\-\  quantités ,  ou,  en  d'autres  termes,  il  suffira 
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de  prouver  que  si  l'égalité  (1)  existe,   l'égalité  suivante 
existe  aussi  : 

a,a^{a,-\-a,)-\-{a,+a,)a^{a,-\-a.^-{-a;i-\- + 

+{û5.+a,+ -\~an-i)an{a,-\- 4-an)  + 

-|-(^.  +  --  •+^n)<Zn+i(«.-r  .•.+<Zn+i)  =  «n+i«fn(<2n+i+«n)-f 

+('Z«+i4-«n+...H-a,)a,(ârn+i4-fl/i+...+û!,+<Z.).         (2) 

Désignons  respectivement  par  P  et  Q  le  premier  et  le 
deuxième  membre  de  l'égalité  à  démontrer  (2). 

Or,  en  ayant  égard  à  l'égalité  (1),  on  peut  écrire  P  ainsi 
qu'il  suit  : 

P=  an+i''{a,-4-a,-\-..  .4-^n)+«7i+iK+^,-|----+^n)*+ 
+anCln—  I  (ûn+<2n— i)  +  i^n+^n—  i  )ûSn— 2  («n+'2«— i  +«n— 2)  -f- -f- 

Maintenant,  si  nous  développons  de  mêmeQ  par  rapport 
aux  puissances  décroissantes  de  an+t ,  nous  trouverons  : 

-}-... -\-a^{an-jran-i-^...-^a,)]-\-anan—iian-{-an—t)-\- 

+(^n+<?n-i)^n-2(«»i+^n— 1+^11—2)+.. -4- 

+(a„-f-<2„+i-|--.-+^.)^,(û!n+ûfn-i  +  .-.4-<^,+a'). 

Dans  P  et  Q  ainsi  développées ,  les  parties  indépendantes 
de  «n+i  sont  identiquement  égales,  ainsi  que  les  parties  con- 
tenant le  carré  de  an+i  en  facteur.  Quant  aux  termes  de  Q 
contenant  an+i  en  facteur  commun,  il  est  facile  de  voir  qu'on 
peut  écrire  leur  ensemble  sous  cette  forme  : 

rtM+i[2an'+S.2ûnrtn-i]  ; 

2rtn*roprésçntantla  somme  des  carres  des  «quantités^, , 

rtn,  et  s.2^n«n-i  représentant  la  somme  dos  doubles  pro- 
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duits  de  ces  n  quantités  prises  deux  à  deux.  Mais  d'après  la 
composition  du  carré  d'un  polygone,  on  a  : 

(an-{-an—i-{-...-{-ay==ian'-\-I..2anan—i. 

î  Donc  l'ensemble  des  termes  de  Q  contenant  «n+i  en  facteur 
commun  est  identique  à  l'ensemble  des  termes  de  P  conte- 
nant le  même  facteur  ;  et  d'ailleurs  les  autres  parties  de  P 
et  Q  étant  les  mêmes,  on  a  l'identité  P=Q,  ou  l'égalité  (2), 
C  Q.F.  D. 

Note.  Waring  parvient  à  cette  identité  à  l'aide  d'une  double 
expression  qui  donne  l'aire  d'un  polygone  inscrit  dans  une 
parabole.  Tm. 


NOTE 

f"      z^-dz 
sur  l'intégrale  définie  \   ~— — :^ — ^ ,  a  étant  >  0  et  <C  2« , 

Jo  1+z  -\-z' 

PAR,  M.  DIENGER , 

docteur  es  sciences  à  Sinsheim  (  Bade). 


fia:) 
Si  la  fonction  =—  =  tf{jc)  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  <p(jc4-iy),  tétant  =1^1 ,  est  0  pour  X  =  ±: 00  ,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  j^,  et  cette  même  quantité  est  0  pour 
^=z  00  ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  jc. 

1 

2"  Les  racines  de  l'équation  —  =0  sont  absolument  les 

<f(x) 

mêmes  que  celles  de  l'équation  F(x)=0;  on  sait  qu'on  a  alors, 
jc,,  jc^,  ...  um  étant  les  racines  (imaginaires)  de  l'équation 
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F(j:)=0,  pour  lesquelles  le coefficienl  de  i(=\/i)  est  po- 
sitif. Si  cette  équation  avait  en  même  temps  les  racines  réelles 
^. ,  n^,  ...  il  faudrait  ajoutera  l'expression  précédente: 


F'(j:)  désignant,  comme  à  l'ordinaire ,  la  fonction  dérivée 
de  F(jr).  (V.  les  Leçons  de  calcul  intégral^  par  M.  Moigne^ 
leç.  9  6121.) 
Appliquons  maintenant  ce  théorème  à  l'intégrale  : 

i.TTiT7r=  [(-')"-+'-]  i^TT^qrs^ 

supposant  a  >.Oet  <C4,  toutes  les  conditions  énoncées  ci-dessus 
seront  remplies.  Les  racines  de  l'équation  \  -(-x'-(-j:*  =  0 
sont  : 

cos-dzism^,    cos — dbt  sm — ; 

donc  on  a  dans  ce  cas  ; 


a-,  =  cos--|-t  sin-,  j:,=  —  cos-4-i  sin-; 

d'où  il  suit,  en  appliquant  le  théorème  générât  : 

'{—jciy-^djc 


1    \—xir 


+  .r* 


icos--f-sin- 


(.  cos^+sinl) 


7C\-"-» 


T.  .     TT  /  ~  7T\  3 

cos-+t  sin-+2  (  C0S-+1  sin  - 


=« 


;os-+i  sm-— 2 1  cos — 
3         3       V      3 

I   (cos--.sm^j  (^«^6 +^^'"6 


7t\3 

tsm- 

3; 


7:\/*-' 


1  ,  Vz 

— \-i — 

2  '      2 


--  -\- 1 V-  i 


=  2nt 


cos(u - 1)-  —  tsin(fx— 1)-    cos(u— l)-+isin(p— 
6  6  I         '  6 


3-|-i\/3 


3-t-iV^3 


4 
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=  ^r\/3.cos(fx-l)~3siu(f.-l)^J=. 

^-^fcosCot— Ih  — K3.sin(fA-lb    . 
\/3L  ^  J 

cos- 

Or  on  a  :  \/3  = ,  donc 

Sin- 

\     .  I    ,  .     /    = cos(f*-l)-,sin-— sin(f/— 1)-  cos- 

6 

=    Icos- — tsin-         +(cos-  +  isin- 1  \ ; ;= 

tir          .                71                      -^     .   .               ■k\C'^  xf^—^dx 
cosfu— 1) — /sin(v— 1)-+cos(oi— l)-+isin(u— 1-    \ — -: 


-2j.l  +  x^-f-r*' 

d'où  enfin 

r*     xf^^dx 

sin - 

7t           \3        6/ 

>o 

Jol+X^+^^ 

•^  '^        sin  — 
2 

■   <4 

(1) 


Supposons  dans  celte  formule  ,a  =  2ât,  a'=z,  on  aura 

dz     ^ 
x/^-^dx=x'^^-'^xdx=z'^—^ — ,  donc 

9 


(7T  âSTt  \ 
3~T/       >0 


Pour  rt  =  1  ,  le  second  membre  de  celle  équation  se  présente 
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sous  la  forme  -  ;  sa  valeur  se  trouve ,  au  moyen  des  for- 

mules  connues ,  c  est-a-dire  : 

31^3 


r 

J  0 


dz  '2,Ti 


ce  qu'on  peut  aisément  vérifier  par  Tinlégration  directe. 

Mettons  dans  la  formule  (0  a  =  -\cL  \  ,  z  =  j:",  on 

aura  z"— 'c^z  =  /ia:«— »f/x,  donc 


x^-^dx  27:  ^*°\3        3/1/       >0 


4-r"+a'"        „p/3        ^.^«^  <2n. 


(•^) 


Celle  formule  a  lieu  pour  n  entier  et  >>  0 ,  et  même  pour  n 
fraclionnaire  et  >•  0 ,  pourvu  que,  dans  ce  dernier  ca?,  on 
n'admette  pour  j:",  jc'"  ,  qui  sont  alors  des  puissances  frac- 
lionnaires,  que  leurs  valeurs  positives  et  réelles. 

Pour  a=n,  le  second  membre  de  l'équation  (2)  est  -,  sa 

2Tt 

valeur  est  alors ,  c'est-à-dire  : 

r      x'^'dx  2it 


Jol-fx"+x'»       3nK3 
Posons  dans  la  formule  (2)   —  au  lieu  de  x ,  l'intégrale 

.'"     a'^—^dx  (*"  x'^'^~''~^dx 

\    -,— «-r-^selrani'formeraenV    — — vr— -^  ;  donc  on  a  : 

r="  x2n-«-'i/a:   _  r*     x^'-idx  >0 

1  l-l-x"+x'"  ~  1  l4-x"+x^"'  ''<2«;  '^^ 

équation  qui  résulte  immédiatement  de  ce  qu'on  a  identi- 
quement : 


sin 
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t  (2« a)7C 


3/1 


sin—  sm 

n  n 

Différenlions  Téquation  (2)  par  rapport  à  a,  nous  aurons  : 


l  +  X^+X^" 

l3~3râ/^^*n'  I 


-2.-  L'"'H3~rJ^'°«+'"'°(3~3^rvJ 

3«'|/3         -  ,i„.2 

n 

Cette  équation  aura  lieu  tant  que  l'intégrale  V   ^     \- 

JO      1  ~\~^   '\'^ 

aura  tous  ses  éléments  flnis ,  c'est-à-dire  tant  que  la  quan- 

...-     (^+£r-'10g(^+£).£       ,, 

"te  — — — ,   ,n  ,  , — r-^  s  évanouira  pour  e  =  0,  x  pouvant 

1  +  (jr-j-ê)  -|-(x+e)' 

varier  de  j?  =  0  jusqu'à  x  =  oc . 
Or  il  est  évident  que  la  quantité  — — — „^    ^^  est  finie  pour 

"    <«  '    ^^"S+(^4-,)n^(^4,,)^n    «^^«"«»'t    pour    e  =  0, 

a:  étant  .  supposons  donc  jc  =  0,  on  aura  à  discuter  la 

quantité  : 

£«-«  10g(£).£  £«  l0g(£) 

l-|-£  -j-e  1-f-e  -}-£ 

qui  est  évidemment  0  tant  que  x>>0;  pour  «  =  »,  on 

1 
pourra  supposer  x-\-s=-,  et  on  aura  : 


—  22n-==  loff(£) 

fi^pour  s  =  0, 


qui  sera  0  pourvu  qu'on  ait  «<2«.  11  résulte  de  ces  consi- 
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dérntions  que  la  formule  (4)  a  lieu  pour  a"        ,  c'est-à-dire 

<;  2/1 

sous  les  mêmes  conditions  que  l'équation  (2)  d'où  elle  dé- 
rive. 

La  formule  (3)  donne ,  en  différentiant  par  rapport  à  «  : 

]o       1-i-x"-}-^'"      ~~]o    l+a:"+x'"   '"<2n.        ^^^ 
Pour  n  =  a,  on  tire  de  l'équation  (1)  : 


i 


donc  la  formule  (5)  démontre  que  l'intégrale  \    — ; — ^ — — 

>0 
change  de  signe  pour  a=/i;  elle  est  négative  pour  « 

>>/i 
positive  pour  «  ;  pour  x  =  n,  elle  passe  de  l'inGni  né- 

gatif  à  l'infini  positif  {*}. 


EXTENSION  DU  THEOREME  161  (Voir  p.  114) 
de  M.  Joachimstal  à  la  parabole. 

PAR    M.  raCNTIOlff. 


De  même  que  par  les  deux  autres  théorèmes  de  M.  Joa- 
chimstal, l'énoncé  donné  n"  161  s'applique  à  l'hyperbole  ; 
mais  dans  la  parabole  il  n'a  plus  de  sens ,  tandis  que  celui 
qu'on  lit  à  la  page  1 1 7  du  tome  VII  de  ces  Annales  s'applique 
parfaitement  à  cette  courbe.  Ainsi,  le  théorème  que  nous 
allons  démontrer  est  le  suivant  : 


(*}  On  obtiendrait  une  économie  de  temps,  en  publiant  un  recueil  de  toutes 
les  intégrales  définies  connues ,  de  leurs  relations  et  transformations ,  ainsi  que 
des  transcendantes  périodiques;  le  tout  rangé  suivant  un  certain  ordre.  Lequel 
■  uivre?  Tui. 
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'<  La  somme  des  lignes  obtenues  en  projetant  les  longueurs 
de  deux  normales  comprises  entre  leur  point  de  concours  et 
les  points  où  elles  rencontrent  reclangulairement  la  parabole , 
sur  les  rayons  vecteurs  de  ces  points ,  est  égale  à  la  corde  fo- 
cale parallèle  à  la  droite  qui  les  joint.  » 

1.  Soient  ijc',y)  {x'\  y")  les  coordonnées  des  exlrémilés 
d'une  corde  ;  la  longueur  de  la  corde  focale,  parallèle  à  cello 

y  y 

première,  est  Jc'-\-x"-\-2p-\ (o  est  le  demi-paramètre). 

P 
C'est  le  résultat  d'un  calcul  simple. 

La  distance  du  sommet  de  la  parabole  à  une  tangente*  est 
x  cos  i,  x'  étant  l'abscisse  du  point  de  contact,  i  l'angle  de 
la  normale  avec  le  rayon  vecteur. 

Les  coordonnées  du  point  de  concours  des  deux  normales 
aux  points  [xy')  {x'y") ,  sont  : 

r-r     1       ^  2/7  '  ^  2p' 

2.  Ce  qu'il  s'agit  de  prouver,  c'est  que  ; 

r'y" 

n  ces  i  -\-  n  cos  i'  =  x'  -f-  x"-\-  2p  -j — =^. 

P 

Pour  cela ,  prenons  encore  les  puissances  des  points  A  et 
A'  par  rapport  au  cercle  décrit  sur  la  distance  du  sommet  de 
la  parabole  au  point  N  de  concours  des  deux  normales , 
comme  diamètre. 

L'équation  de  ce  cercle  est  x'—ax+y — py  =  0:  donc 
les  puissances  sont 

x" —  ax'-^y'" — .  py^  x"' —  ux"-\-  y" —  py. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que  chacune  de  ces  puissances  repré- 
sente np,,  n'p',  n,«' étant  les  longueurs  AN,  A'N,  p,  dp'  les 
distances  du  sommet  aux  deux  tangentes. 
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Ainsi 

np,  =  x"-ax'-\-y'—  &y\  n'p'=  jc"'—0Lx"-^y"—  ^y" . 

Remplaçant  p,  et  p'  par  leurs  valeurs  j:'  cos  i,  x"  cos  i', 
on  aura  : 

/iCOSi=J:'  — a4-*^  — ^=JC'  — a  +  2»  — p.  ^, 

X     X  y 

n'  cos  i'=  x"—  a  +  2/?  —  p  .  -^ , 
en  sorte  que 


n  cos  i-\-n'  COS  £'=  jr'-(-  :c"  —  2a-\-ip  —  S  .  2p' 


r:r" 


Mettant  par  a,p  les  valeurs  qui  sont  écrites  plus  haut,  cette 
expression  devient  : 

jc' 4-  x"—  2p  —  2x'—  '2x"  - ^^  +  4o  -f  ^^''^^'^  = 

P  P 

=  2p  +  x'-{-  x"+^,  C.  Q.  F.  D. 
P 

3.  Si  la  corde  devient  tangente  à  la  parabole  ,  n  =  n'=  le 
rayon  de  courbure. 

/ 
Et  alors  2«  cos  i  =  f,  n  = :  (  /est  la  lonorueur  de  la 

2C0Si     *^  ° 

corde    focale   parallèle   à  la   tangente)    ou    bien   comme 

f       P  P 

'-=       ,.,  n  =       , . ,  expression  connue  de  la  valeur  du 
•2     cos  i  cos  h 

rayon  de  courbure. 

Si  l'on  prend  trois  points  tels  que  les  normales  en  ces  points 
«oncourcnt,  la  proposition  énoncée  au  haut  de  la  page  118 
n'est  pas  vraie. 

On  peut  d'ailleurs,  comme  pour  l'ellipse,  calculer  la 
somme  des  projections  des  longueurs  normales  sur  les  rayons 
vecteurs  correspondants. 
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NOTE  SUR  LES  ROSETTES, 


PAR  M.  BRASSIlffE, 

Professeur  à  l'école  d'artillerie  à  Toulouse. 


J'ai  donné ,  dans  un  mémoire  lu  à  l'Académie  de  Toulouse, 
diverses  propositions  parmi  lesquelles  j'ai  énoncé  un  théo- 
rème qui  n'est  qu'une  extension  facile  du  théorème  de 
M.  Babinet.  Je  viens  de  lire  dans  les  comptes  rendus  de  l'In- 
stitut que  M.  Breton  [de  Champ]  (8  mai ,  p.  494)  avait  fait 
des  recherches  analogues.  Je  vous  pri;i  d'insérer  la  noie  sui- 
vante ,  que  je  vous  avais  déjà  envoyée  en  décembre  1847. 

r  M.  Babinet,  dans  un  des  derniers  numéros  des  comptes 
rendus  de  l'Institut ,  a  énoncé  le  théorème  suivant  (27  septem- 
bre 1847,  p.  441)  : 

«  Si  par  un  point  d'une  surface  courbe  quelconque  on 
»  mène  une  normale,  et  par  celle  normale  m  plans  do  section  , 

'2~ 

»  faisant  des  angles  dièdres  successifs  égaux     ;  (  i  5:  à  — ,  la 

m 

»  somme  des  courbures  des  sections  norsuales  au  point 
»  que  l'on  considère,  élevées  chacune  à  la  puissance  — 1, 
»  sera  égale  à  une  constante  multipliée  par  le  nombre  m  des 
»  sections.  » 

On  peut  donner  à  ce  théorème  l'extension  suivante  :  «  La 
»  somme  des  puissances  — p  des  rayons  de  courbure  des  m 
»  sections,  sera  encore  une  constante  multipliée  par  m,  si 
«  )lp<Cm.,  p  est  entier.  » 

2°  «  Si  à  partir  du  pied  de  la  normale  à  la  surfare  ,  on 
»  prend  sur  chaque  courbe  des  sections  normales  un  ;!r<-  in- 

Anh.  iif  Matiik'.i.  VII.  l4 
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»  tiniment  potit  ds,  et  si  par  le  point  extrême  de  chacun  de 
»  ces  ares  égaux,  on  mène  une  normale  à  la  surface,  chaque 
*  normale  fera  avec  la  section  qui  passe  par  son  pied  sur  la 
"  surface  un  angle  inOnimcnt  petit  de  l'ordre  ds;  cela  posé, 
»  la  somme  des  puissances  p  de  tous  ces  angles ,  ou  de  leurs 
»  sinus ,  sera  une  constante  multipliée  par  le  nombre  des 
»  sections,  »  (Ce  qu'on  déduit  d'un  théorème  de  M,  Ber- 
trand ,  journal  de  M.  Liouviile,  t.  IX,  p.  133, 1844.) 

Des  théorèmes  semblables  en  grand  nombre  se  rencon- 
trent dans  la  théorie  des  sections  coniques.  Ainsi,  par  exem- 
ple ,  si  par  le  centre  d'une  ellipse  on  mène  des  rayons  quel- 
conques terminés  à  cette  courbe,  faisant  deux  à  deux  des 

angles  égaux  à  —,  on  trouvera  que  la  somme  des  puissances 

—  2/>  de  ces  rayons  vaudra  une  constante  multipliée  parleur 
nombre  si  2/?<C  m. 

Si ,  au  lieu  des  rayons  do  l'ellipse,  on  considère  la  longueur 
des  perpendiculaires ,  abaissées  du  centre  sur  les  tangentes  et 

faisant  entre  elles  successivement  des  angles  —  .  la  somme 

m 

des  puissances  2/7  de  ces  perpendiculaires  vaudra  une  con- 
stante multipliée  par  m. 

De  la  raéme  manière  on  verrait  que  la  somme  des  puis- 
sances — p  des  cordes  de  l'ellipse  menées  par  un  foyer  et 

faisant  deux  à  deux  des  angles  — ,  est  une  constante  multi- 

m 

pliée  par  m;  2p<Crn. 

Un  théorème  analogue  aurait  lieu  pour  une  courbe  du 

degré  ^m  ,  dont  l'équation  devient 

(j:'_j_y  )"'^  A-r^'"-^-}-  B.r""-''-}-  ...-\-  S.r'4-  U  =  0 , 

2t: 
en  menant  sous  des  angles  —  des  ravons  du  centre  à  la 

m 

courbe. 
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Note.  Nous  dirons  derechef  {voir  t.  IV,  p.  183)  qu'il  y  a 
qualre-vingl-sixansqueWaringadonnélathéoriecomplèledes 
rosettes. Nom  le  titre  inexlenso  deson  ouvrage  :  Proprietates  al- 
gebraicarum  curvarum  ab  Edwardo  Waring.  M.  D.  matheseos 
professore  Lucasiano,  cantab.  reginœ  socictatis  et  bononiensis 
scientiarum  academiaj  socio,  Cantabrigiœ,  MDCGLXXII , 
10-4",  XI ,  123  ,  7  planches.  Mais  la  première  édition  est 
de  1762.  Ce  petit  volume  renferme  les  grandes  théories  ,  les 
propriétés  générales  des  courbes  algébriques  exposées  sui- 
vant la  véritable  méthode  cartésienne,  qui  ne  consiste  que 
dans  l'application  des  théories  équationnelles  aux  lignes  géo- 
métriques et  ce  qui  contraste  si  fortement  avec  tant  de  pro- 
ductions modernes ,  volumineuses  minuties  dont  la  grosseur 
rappelle  l'embonpoint  fallacieux  des  hydropiques.  Or,  après 
avoir  donné  la  théorie  segmentaire  des  sécantes ,  celle  des 
diamètres  de  divers  genres  avec  leurs  enveloppes,  des  centres 
avec  leurs  lieux  géométriques,  la  théorie  des  sous-tangentes, 
les  asymptotes,  les  moyens  si  féconds  de  transformation,  etc., 
Waring  pose  ce  problème  ;  il  est  le  IS^^e.  Étant  donnée  l'équa- 
tion de  degré  n  d'une  courbe,  si  de  l'origine  on  mène  des  rayons 
vecteurs  divisant  une  circonférence  décrite  de  cette  origine 
comme  centre  en  p  parties  égales,  trouver  une  équation  qui 
ail  pour  racines  lesp  rayons  vecteurs.  La  solution  de  ce  pro- 
blème qu'il  donne,  renferme  Implicitement  toute  la  théorie 
des  rosettes.  En  effet ,  toute  courbe  algébrique  a  pour  équation 
polaire  une  expression  ordonnée  suivant  les  puissances  du 
rayon  vecteur  ayant  pour  coefficients  des  lignes  trigonométri- 
ques  de  l'argument  ;  pour  une  valeur  donnée  de  l'argument  w , 
on  trouve  la  valeur  correspondante  des  fonctions  symétriques 
de  p  en  fonction  des  mêmes  lignes  trigonométriques,  et 
l'argument  croissant  en  progression  arithmétique ,  comme  il 
arrive  dans  les  rosettes ,  on  sait  évaluer  la  somme  de  ces 
progressions.  Toutes  ces  évaluations,  traduites  en  géométrie. 
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tournissent  avec  une  extrême  facilité  des  théorèmes  en 
uonibre  infini  comme  les  fonctions  symétriques  ;  c'est  un 
océan  sans  bords  (*).  Voici  les  propres  paroles  de  Waring. 
On  sait  qu'il  a  fondé  la  théorie  des  fondions  symétriques 
dans  son  ouvrage  intitulé  :  Meditafiones  algebraicœ^  ayant 
indiqué  diverses  applications  du  problème  XV ,  il  ajoute  : 
facile  deduci  possint  proprietates  curvarum  quœ  corres- 
pondent ùngulis  propositionibus  in  nostr.  inédit,  algeh. 
contentis.  anabjtica  cum  problcma  facile  in  geometrica  trans- 
formari  possirit  et  vice  versa  (p.  57).  Naguère  M.  Babinet 
a  annoncé  à  l'Académie  un  théorème  de  rosettes  sur  les 
rayons  de  courbure  des  sections  normales  à  une  surface,  et 
séance  tenante  M.  Duhamel  en  a  donné  la  démonstration. 
En  effet,  les  théorèmes  découverts  par  Euler  sur  ces  rayons 
de  courbure,  sont  graphiquement  représentés  dans  les  indi- 
catrices de  M.  Dupinj  dès  lors  on  n'a  plus  affaire  qu'à  des 
rosettes  formées  par  des  demi-diamètres  dans  une  conique. 

Le  reste  de  l'ouvrage  de  Waring  est  consacré  aux  pro- 
priétés des  épicycloïdes,  à  la  manière  de  trouver  des  rectifi- 
cations, des  rayons  de  courbure,  etc.;  des  propriétés  des 
surfaces ,  des  courbes  à  double  courbure ,  des  polygones 
inscrits  et  circonscrits  jouissant  de  quelque  propriété  maxi- 
mum et  minimum.  Le  théorème  XX  {p.  105),  si  je  l'ai  bien 
compris,  est  faux,-  il  vient  àtlire  que  deux  polygones  régu- 
liers d'un  même  nombre  de  côtés  inscrits  dans  une  ellipse, 
ont  le  même  périmètre.  Cette  égalité  ne  subsiste  que  pour  les 
aires. 

On  trouve,  p.  118  ,  l'énoncé  d'un  curieux  théorème  sur 
l'aire  d'un  polygone  inscrit  dans  une  parabole  conique,  el 
qui  montre  que  l'illustre  analyste  possédait  la  formule  qui 


(*)  M.  Chastes  vient  d'insérer  dans  les  Comptes  rendus  (  22  jnai,  p,  531  )  une 
loule  de  pioprit'les  de  rouelles. 
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exprime  lairc  d'un  polygone  en  fonction  des  coordonnées, 
des  sommets.  Voici  le  Ihéorème,  et  pour  fixer  les  idées, 
nous  prendrons  le  per.lagone  ABCDE  inscrit  dans  une  [  ara- 
bolc  d'Apollonius:  projetons  les  sommets  orUingonalemcjU 
sur  une  droite  perpendiculaire  à  Taxe,  en  a.  b^  c,  d,  c  -.  alors 
l'aire  du  polygone ,  multipliée  par  le  double  du  paramétre 
principal,  est  égale  à 

ab.bc.ac  -\-  ac.cd.ad  -{-  ad.de.ae , 
OU  bien  aussi  en  commençant  par  l'autre  bout  : 
ed.dc.ec-\-ec.cb.eb-\-eb.ba.ea  ; 

c'est  l'identité  que  M.  P.  Serret  a  démontrée  analytiqucmcnt 
(p,  199). 

Revenons  aux  rosettes.  M.  E.-F.  Auguste,  directeur  d'un 
gymnase  à  Berlin,  est  auteur  de  ce  théorème  :  Dans  le  plan 
d'un  cercle,  on  forme  une  rosette  de  4n  +  2  rayons  terminés  à 
la  circonférence ,  la  somme  des  rayons  de  rang  pair  est  égale 
à  la  somme  des  rayons  de  rang  impair,  quel  que  soit  le  rayon 
qu'on  prenne  pour  lepremieK  (Crelle  ,  p.  387,  1837.) 

En  établissant  une  autre  loi  d'accroissement  pour  l'argu- 
ment qae  la  progression  arithmétique,  on  obtient  d'autres 
théorèmes.  Le  plus  célèbre  théorème  de  ce  genre ,  aussi  le 
premier  en  date  et  toujours  le  plus  utile ,  est  celui  de  Côtes, 
généralisé  par  Moivre. 

Ayant  communiqué  dernièrement  le  théorème  de  M.  Au- 
guste à  M.  Breton  (de  Champ),  l'excellent  géomètre  l'a  ainsi 
généralisé  : 

«  Si  dans  le  plan  d'un  cercle  on  construit  une  rosette  de 
»  4n-|-2  rayons  terminés  à  la  circonférence,  la  somme  des 
»  rayons  impairs  élevés  à  lapuissance  entière  quelconque  p,  est 
»  égale  à  la  somme  des  rayons  pairs  élevés  à  la  même  puissance , 
»  tant  que  Von  a  p  <<  4n  -{-2  ,  p  étant  impair. 

>  Et  plus  généralement,  pour  une  rosette  d<:  2n  rayons  ;  la 
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»  somme  des  puissantes  p  de  ces  rayons  est  constante  lorsque  cette 
»  rosette  tourne  autour  de  son  centre  ,  tant  que  l'on  a  p  <|2n; 
»  cette  somme  est  nulle  quand  p  est  impair.  (Le  mot  somme  est 
»  pris  ici  dans  le  sens  algébrique.) 

"  Cela  tient  à  ce  que  l'équation  du  cercle  exprime  j;'-|-j'' 
»  en  fonction  d'un  trinôme  de  premier  degré  an  jc\,y,  il  est 
»  bien  entendu  que  le  théorème  de  Moivre  est  l'instrument  de 
»  démonstration. 

»  Si  l'on  prend  une  courbe  dont  l'équation  soit  de  cette 
»  l'orme  : 

(x'-|-jk')"'+  "m-i  +  "2m— i  4-  •••  "2  +  Ml  +  «0  =  0  ; 

■  ui  étant  un  polynôme  quelconque  entier,  rationnel  et  bomo- 
»  gène  de  degré  i  en  ce,  y,  on  a  les  mêmes  propriétés  que  pour 
»  le  cercle,  à  cette  seule  difîérence  presque  le  degré  des  fonc- 
»  tions  qui  demeurent  constantes  comporte  d'autres  limites. 
»  La  lemniscate,  dans  laquelle  le  produit  des  distances  de  son 
»  point  à  deux  points  fixes  est  constant ,  a  précisément  une 
n  équation  de  cette  forme  et  se  prête  à  des  énoncés  où  la  limite 
>»  de/?  n'est  que  la  moitié  de  celle  du  cercle.  » 

THÉORÈMES  NOUVEAUX. 

Sur  le  quadrilatère  et  le  pentagone  inscrits  à  une  coiiique. 

FAa  M    FAUX.  SEB.R.ET. 


^'  Théorème  J.  Soit  ABGD  un  quadrilatère  inscrit  à  une 
conique.  Avec  ses  quatre  sommets  pris  trois  à  trois,  on  peut 
former  quatre  triangles.  Soit  ABC  l'un  de  ces  triangles  ;  du 
sommet  restant  I)  menons  trois  droites  conjuguées  aux  trois 
côtés  du  triangle;  elles  les  rencontrent  en  trois  points  31 , 
N  ,  P  situés  sur  une  même  droite  1..  Faisant  la  même  con- 
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struclion  pour  chacun  des  trois  autres  syslemes  formés  d'un 
triangle  et  d'un  point,  nous  aurons  en  tout  (|îîalre  droites 
telles  que  L,  or  ces  quatre  droites  se  coupent  au  même 
point  P. 

Théorème  II.  Soit  ABCDE  un  pentagone  inscrit  à  une 
conique;  avec  les  cinq  sommets  pris  quatre  à  quatre,  on 
peut  former  cinq  quadrilatères  inscrits  ;  dans  chacun  d'eux 
on  construit  le  point  P  du  théorème  précédent ,  ce  qui  donne 
cinq  points  P  ;  ces  cinq  points  P  sont  situés  sur  une  même 
conique  semblable  à  la  première  et  semblabloment  placée , 
le  rapport  de  similitude  de  la  1'^  à  la  2^  étant  celui  de  2  à  1. 

Démonstration  du  Théorème  I. 

J.  Lemmk  I.  —  Théorème.  Pour  abréger  le  discours ,  nous 
appellerons /)om^  de  rencontre ,  dans  un  triangle  inscrit  à  une 
conique,  le  point  commun  d'intersection  des  trois  droites 
qui,  partant  des  sommets,  sont  conjuguées  respectivement 
aux  côtés  opposés.  — Soit  ABC  un  triangle  inscrit  à  une  co- 
nique ,  0  un  point  quelconque  de  la  conique  ,  et  H  le  point 
de  rencontre  (par  rapport  à  la  conique  )  ;  par  0  menons  aux 
trois  côtés  du  triangle,  des  droites  conjuguées  les  rencon- 
trant en  trois  points  situés  sur  une  droite  L  ;  joignons  OH  ; 
la  droite  L  passera  toujours  par  le  milieu  de  OH. 

Démonstration.  La  marche  que  je  vais  suivre  permettra  de 
démontrer  à  la  fois ,  par  un  même  calcul ,  et  le  lemme  actuel , 
et  le  théorème  déjà  démontré  (V.  Annales.,  11,  :i68)  que 
les  trois  points  de  rencontre  des  droites  conjuguées  passant 
par  O  avec  les  côtés  du  triangle  inscrit,  sont  trois  points  si- 
tués en  ligne  droite. 

Problème  [fig.  43).  Par  deux  dos  sommels  B,  A  d'un  trian- 
gle ABC,  on  mène  aux  côtes  opposés  A(î,  B(j,  sous  des  direc- 
tions données /«,  «,  deux  droites  qui  se  coupent  en  H  ,  trouver 
sur  le  plan  du  triangle  le  lieu  des  points  O  tel  (Ju'ciî  nuiisnt 
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par  ce  point,  sous  les  mdmes  directions  w,  «,  des  droites 
OA',  OB',  aux  côtés  AC,  BC,  et  joignant  A'B',  cette  dernière 
droite  passe  \y^^  le  milieu  do  OU. 

Solution.  Soil  O  (a,  C)  i?n  des  points  du  lieu  cherche; 
CA  =  a,  CB  =  ^  ;  CA ,  CB  étant  pris  pour  axes  des x  et  des 
)-.  Soient  ^. ,y, ;  x^^  y,;  les  coordonnées  des  deux  points 
H  et  M  milieu  de  OH  ;  on  aura  : 

r  anA-b  n{am4-b) 

H  hr,  = ,    y,  = , 

L  n  —  Tfi  n — m 

(      [n — m)u-\-an-\-b         _{ii — m)^-{-n{am-{-b)\ 

r'~         2(/î~m)         '   ^^'~  2{n-m)  }* 

On  trouve  d'ailleurs  pour  l'équation  de  A'B'  : 

I  A'B' }    (1)   (wx— €j^4-m(6— «a) .  a:  =  (ma— <5)  (^— na). 

Exprimant  que  les  coordonnées  du  point  M  satisfont  à  l'é- 
quation (1) ,  nous  arriverons,  en  simplifiant  et  en  divisant 
tout  par  le  facteur  n  —  m,k  cette  équation  du  lieu  cherché  : 

(2)  y" —  'In  .  xy  -\-  mn  .  x^ —  by  —  ax  =  0  ; 

donc  le  lieu  cherché  est  une  conique  circonscrite  au  triangle 
ABC. 

Or,  je  dis  de  plus  que  les  droites  OA',  OB',  dont  les  direc- 
tions respectives  sont  m  et  «,  sont  respectivement  conju- 
guées aux  côlés  AC  ,  BC  par  rapport  à  la  conique  (a) ,  lieu 
des  points  O. 

On  a  en  effet,  entre  les  directions  de  deux  droites  conju- 
guées par  rapport  à  une  conique  Aj^-^-f  ...  -f  F  =  0 ,  la  re- 
lation (  t.  1 ,  p.  495  )  : 

•2A;;<7  4-B(;;H-^)-f  2C  =  0; 

d'où  <7}2A/7+K}=— {2C-f-B/.j  ; 

\'>P  +  ^c 

(OU  7=- s- 

^  2  \/7  -+-  B 
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Faisant  dans  celle  formuie  /;  =0  pour  avoir  la  direclion  de 
)a  droite  conjuguée  à  l'axe  des  av,  ou  à  CA ,  nous  trouvons  : 

2C  2mn 

^  B  —  2« 

Faisant  p  =  oo  pour  avoir  la  direction  de  la  droite  con- 
juguée à  CB  axe  des  j',  nous  trouvons  : 

_      _B_  _  2/1  __ 

^  ~  ~  2A  ~  y  ^' 

Nous  avons  donc  ce  théorème  = 

Théorème.  Si ,  par  un  point  O  quelconque  d'une  conique 

circonscrite  à  un  triangle  ABC ,  on  mène  deux  droites  OA', 

OB'  conjuguées  à  deux  des  côtés  AC,  BC  de  ce  triangle, 

qu'on  joigne  A'B'  ;  cette  droite  passera  constamment  par  le 

.  milieu  de  OH ,  H  étant  le  point  de  rencontre. 

Corollaire.  Abaissons  aussi  OC  conjuguée  au  troisième 
côté  AB.  On  verrait  de  même  que  la  droite  A'C  doit  passer 
par  le  milieu  M  de  OH  |  car  CH  sera  conjuguée  à  AB } .  Donc 
le  point  C  se  trouve  sur  la  droite  A'M,  comme  le  point  B'. 
Donc  les  trois  points  A',  B',  C  sont  en  ligne  droile. 

C'est  le  théorème  t.  II ,  p.  268  ;  et  le  lemme  I  se  trouve  dé- 
montré. 

Observation.  Le  théorème  qui  fait  l'objet  du  lemme  I  est 
compris  implicitement ,  et  pour  le  cas  particulier  du  cercle 
seulement,  dans  renoncé  d'un  théorème  de  M.  Steinersur  le 
quadrilatère  (Gergonne,  XIX,  38,  1828). 

2.  Lemmk  II.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit  à  une  co- 
nique ;  les  quatre  sommets  pris  trois  à  trois  donnent  quatre 
triangles  ABC,  ABD,  ACD,  BCD.  Soient  D',  C,  B',  A'  ces 
quatre  points  de  rencontre.  Les  deux  quadrilatères  ABCD  , 
A'B'C'D'  sont  égaux  et  ont  leurs  côtés  homologues  parallèles. 

Démonstration.  Celle  de  M.  Mention,  t.  lY,  p.  054,  pour  le 
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cas  particulier  du  cercle^  s'applique  sans  aucune  modification 
au  cas  général. 

3.  Venons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  1. 
Soient  hd,  Le,  Lb,  La  les  droites  L  relatives  aux  systèmes 

suivants  formes  d'un  triangle  et  d'un  point  :  ABC,  D;  ABD,  C  ; 
ACD, Bj  BCD, A. 

D'après  le  lemme  I ,  la  droite  La  passe  par  le  milien  de  DD'. 
Id.  Le  id.  ce. 

M.  Lb  id.  BB'. 

Id.  La  id.  AA'. 

Mais,  d'après  le  lemme  11,  les  deux  quadrilatères  ABCU, 
A'B'C'D'  ont  leurs  côtés  homologues  AB,  A'B',  BC,  B'C... 
égaux  et  parallèles,  et  d'ailleurs  de  sens  contraire;  donc,  à 
cause  des  propriétés  connues  du  parallélogramme,  les  quatre 
droites  DD',  CC,  BB',  AA'  se  coupent  deux  à  deux  en  leur 
milieu  en  un  même  point  P  ;  donc  les  quatre  droites  La,  Lb, 
Le,  Ld  passent  par  le  même  point.  C,  q.  f.  d. 

Observation  I.  Ce  point  P  est  le  centre  de  similitude  in- 
verse des  deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'C'D'. 

Observation  II.  11  est  toutefois  important  de  remarquer 
que  les  deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'C'D'  seront  inverse- 
ment situés  ;  et  pour  cela  il  suffira  de  s'assurer  que  leurs 
côtés  homologues  AB,  A'B',  par  exemple,  sont  de  sens  con- 
traire ;  ce  que  l'on  pourra  faire  par  des  considérations  géo- 
mélriques  très-simples. 

Démonstration  du  Théorème  II. 

4.  Considérons  les  deux  quadrilatères  dont  les  sommets 

sont  : 

A ,  B ,  C  ;  D  ;         et         A ,  B  ,  C  ;  E. 

Soient,  pour  <-liacun  de  ces  quadrilatères,  t  et  o  les  points 
P  du  théorème  précèdent  ;  et  t.oil  H  le  point  de  rencontre  des 
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trois  droites  conjuguées  aux  trois  côlés  du  triangle  ABC  ; 
d'après  le  théorème  .1  déjà  démontré,  le  point  £  sera  au  mi- 
lieu de  DH  ;  le  point  o  au  milieu  de  DII  ;  donc,  enfin ,  la 

1 
droite  s'î  est  parallèle  à  DE  et  égale  à  -  DE. 

Soient  de  même  7,  6,  «  les  trois  autres  points  P  relatifs 
aux  autres  quadrilatères  formés  avec  les  sommets  du  penta- 
gone inscrit  ;  on  verra  de  même  que  : 

i 

§y  est  parallèle  à  DC  et  égal  à  -  DC  ; 

76 


id. 

à  CB 

id. 

ICB; 

id. 

à  BA 

id. 

^B^> 

id. 

à  AC 

id. 

Uc. 

Donc  ,  enfin  ,  le  pentagone  aSy^s  formé  avec  les  cinq  points  P 
des  cinq  quadrilatères  sera  semblable  au  polygone  ABCDE  ; 
ces  deux  polygones  ayant  de  plus  leurs  côtés  homologues 
parallèles,  et  le  rapport  linéaire  de  similitude  de  ag^^îc  à 
ABCDE  étant  celui  de  1  à  2.  Donc  ce  pentagone  agyoî  pourra 
être  inscrit  dans  une  conique  semblable  à  la  conique  circon- 
scrite à  ABCDE  et  semblablement  placée  ;  le  rapport  de  si- 
militude de  cette  dernière  à  la  première  étant  celui  de  2  à  1 . 
C.  q.  f.  d. 

5.  Théorème  III.  Soit  ABCD  un  quadrilatère  inscrit  à  une 
conique.  Construisons  le  quadrilatère  A'B'C'D'  du  lemme  II  ; 
il  sera  inscriptible,  comme  le  premier,  dans  une  conique  ho- 
mothétique.  Des  points  A  et  A'  abaissons  respectivement  des 
droites  conjuguées  aux  côtés  des  deux  triangles  correspon- 
dants BCD  et  B'C'Û'.  Les  six  points  d'intersection  de  chaque 
côté  avec  la  droite  conjuguée  correspondante  sont  six  points 
eu  ligne  droite. 
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QUESTION  IV  {bis). 

Quel  est  le  plus  grand  angle  que  l'on  puisse  inscrire  dans  un 
segment  donné  d'une  courbe  du  second  degré?  (T.  I,  p.  123.) 

FAR  M.  BRETON  (  BE  CHAMP  ), 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


Solution.  Sur  la  corde  AB  (')  du  segment  décrivons  une 
circonférence  qui  touche  la  courbe  en  M ,  il  est  visible  que 
l'angle  AMB  est  l'angle  cherché.  Car  tous  les  angles  inscrits 
dans  chacun  des  segments  de  cercle  séparés  par  cette  corde 
sont  égaux  entre  eux  ,  et  tout  angle  ayant  son  sommet  inté- 
rieurement ou  extérieurement  est  plus  grand  ou  moindre. 
D'ailleurs  tous  les  points  du  segment  de  courbe  donné  sont  à 
la  fois  intérieurs  ou  extérieurs  au  segment  correspondant  de 
la  circonférence'  tangente,  attendu  que  le  nombre  des  points 
communs  aux  deux  courbes  ne  peut  excéder  quatre ,  y  com- 
pris A  et  B.  Or  quand  un  arc  de  cercle  tangent  à  une  coni- 
que passe  de  l'intérieur  à  l'extérieur  de  celle-ci,  il  y  a  oscu- 
lation,  ce  qui  équivaut  à  trois  points  communs;  donc  l'oscu- 
lalion  ne  peut  exister  qu'en  A  ou  en  B  ;  donc ,  ce  cas 
excepté,  l'angle  AMB  est  maximum  ou  minimum. 

Construction.  Pour  déterminer  le  point  M ,  je  rappellerai 
que  les  diverses  cordes  d'intersection  d'une  conique  avec  les 
circonférences  qui  la  touchent  en  un  7nème point  sont  parallèles 
entre  elles  (")  ;  de  plus  ,  on  aperçoit  sans  peine  que  la  direc- 
tion de  la  tangente  commune  et  celle  des  cordes  d'intersection 


^*;  Le  lecteur  eit  prié  de  vouloir  bien  faire  la  figure. 

(**)  Voir  la  démonstration  de  relie  propriété ,  t.  Il,  p.  73  et  suiv. 
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sont  symétriques  l'une  de  l'autre  relativement  aux  axes 
principaux.  Donc ,  si  des  points  de  la  courbe  donnée  où  la 
tangente  est  parallèle  à  AB  ^  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  ces  axes  et  qu'on  les  prolonge  d'une  longueur  égale  â 
elles-mêmes ,  les  points  ainsi  obtenus  seront  les  sommets  des 
angles  m,aximum  ou  minimum. 

Discussion.  Les  sommets  ainsi  déterminés  seront  donc  les 
mêmes  pour  tous  les  segments  formés  par  des  cordes  paral- 
lèles entre  elles,  il  n'y  a  plus  qu'à  distinguer  les  cas  de 
maximum  et  de  minimum. 

Parabole.  Il  n'y  a  évidemment  qu'un  seul  sommet  d'angle 
maximum  ou  minimum .  Quand  ce  sommet  tombe  dans  le  seg- 
ment donné ,  l'arc  de  courbe  est  renfermé  tout  entier  dans 
le  segment  correspondant  du  cercle  tangent  ;  l'angle  obtenu 
est  donc  un  minimum.  Il  est  au  contraire  un  maximum 
quand  ce  sommet  tombe  hors  du  segment  donné,  car  les 
branches  de  la  parabole  sont  nécessairement  extérieurs  au 
cercle  tangent. 

Hyperbole.  Les  sommets  obtenus  sont  toujours  sur  des 
branches  différentes. 

Pour  la  branche  à  laquelle  appartient  le  segment ,  même 
conclusion  que  pour  la  parabole.  Pour  l'autre  branche , 
l'angle  obtenu  est  toujours  un  maximum. 

A  peine  est-il  besoin  de  faire  observer  que  la  construction 
ci-dessus  est  impossible,  si  les  extrémités  de  la  corde  qui  ferme 
le  segment  ne  sont  pas  toutes  deux  sur  la  môme  branche. 

Ellipse.  Considérons  d'abord  le  cas  où  le  segment  donné 
est  une  demi-ellipse  terminée  à  un  diamètre  quelconque.  Si 
le  sommet  que  l'on  considère  tombe  dans  celui  des  angles 
formés  par  des  diamètres  conjugués  égaux  qui  renferme  le 
petit  axe,  l'angle  est  un  maximum;  c'est  ce  qu'on  vérifle 
sans  difficulté. 

Si  le  sommet  tombe  dans  l'angle  des  diamètres  conjugués 
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égaux  qui  ronfprme  le  grand  axe,  l'angle  esl  un  minimum. 
Considérons  présentement  les  cordes  parallèles  au  dia- 
mètre choisi  ;  les  conclusions  ci-dessus  subsisteront  encore 
pour  toutes  les  cordes  comprises  entre  les  deux  sommets.  Et 
si  l'on  suppose  qu'une  corde  se  meuve  parallèlement  à  elle- 
même  et  que  l'un  des  sommets  passe  d'un  côté  à  l'autre  de 
celte  corde ,  l'angle  correspondant  de  maximum  deviendra 
minimum,  et  réciproquement. 

Remarque.  Il  suit  de  là  que  dans  le  cas  où  un  segment 
d'ellipse  renferme  à  la  fois  deux  sommets ,  l'un  donne  un 
angle  maximum  et  le  second  un  angle  minimum,  ce  qui 
s'accorde  avec  ce  principe  général  que  dans  toute  fonction 
continue  le  maximum  et  le  minimum  se  succèdent  alternati- 
vement. 


THÉORÈME  DE  STATIQUE  DE  MINDING 

sur  le  plan  central  et  l'axe  central.   (V.  p.   183.) 

PAB.  M.  I>i:i.ADERX:£RE  , 

Professeur. 


Lemme.  Etant  donné  un  système  de  forces  parallèles  P,  P' 
appliquées  en  différents  points  invariablement  liés  entre  eux, 
on  les  décompose  chacune  en  trois  autres  X,  X',.--  Y,  Y',... 
Z,  Z',...  paralK'les  à  trois  directions  fixes,  en  conservant  les 
mêmes  points  d'application  A,  A',...  et  l'on  obtient  ainsi 
trois  nouveaux  systèmes  de  forces  parallèles ,  ayant  chacun 
même  centre  de  forces  parallèles  que  le  système  proposé  ; 
car  si  l'on  considère ,  par  exemple ,  le  système  des  forces 
X,  X',...  on  voit  que  les  forces  X,  X',..  qui  le  composent 
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sont  proportionnelles  aux  forces  P,  P',...  puisque  d'après  la 
construction  employée  pour  effectuer  la  décomposition ,  les 
triangles  PAX,  P'A'X'  sont  semblables;  et  l'on  sait  que 
lorsque  des  forces  parallèles  tournent  autour  de  leur  point 
d'application  en  restant  parallèles  et  conservent  des  valeurs 
proportionnelles  à  leurs  valeurs  primitives,  le  centre  du 
système  ne  change  pas. 

Théorème  I.  Un  système  de  forces  P,  P'...  quelconques 
appliquées  en  différents  points  A ,  A',.«-  liés  entre  eux  d'une 
manière  invariable ,  étant  donné ,  on  décompose  chaque 
force  en  son  point  d'application  en  trois  autres  forces  respec- 
tivement parallèles  à  trois  directions  flxes,  ce  qui  donne 
trois  systèmes  X,  X'....  Y,  Y',...  Z,  Z'...  de  forces  parallèles, 
ayant  chacun  un  centre  de  forces  parallèles  ;  quelles  que  soient 
les  directions ,  les  trois  centres  G,  G',  G"  sont  dans  un  plan 
invariable,  auquel  on  donne  le  nom  de  plan  central. 

Démonstration.  Effectuons  une  première  décomposition  du 
système,  et  menons  le  plan  des  trois  centres  G,  G',  G". 

Remarquons  ensuite  que  pour  effectuer,  suivant  d'autres 
axes,  une  deuxième  décomposition  des  forces,  il  suffit  pour 
chaque  force  P  de  décomposer  ses  trois  composantes  X , 
Y ,  Z ,  chacune  selon  les  trois  nouvelles  directions ,  ce  qui 
donnera  neuf  systèmes  de  forces  parallèles.  Soient  A.,  A,, 
A3  les  composantes  de  X;  B,,  B,,  B3  celles  de  Y  ;  C,^ 
C, ,  C3  celles  de  Z  ;  A'. ,  A', ,  A'3  celles  de  X',  et  ainsi 
de  suite  ;  les  systèmes  A, ,  B, ,  C,  auront  même  centre  G 
que  le  système  X  d'après  le  lemme  ;  de  môme  les  systèmes 
A„  B„  C,  auront  même  centre  G'  que  le  système  Y,  et  enfin 
les  systèmes  A3,  B3,  C,  auront  même  centre  G"  que  le  sys- 
tème Z  ;  donc  les  centres  de  tous  les  systèmes  seront  dans  le 
plan  G  G'  G".  Mais  puisque  les  centres  des  trois  systèmes  A,, 
B,,  C,,  qui  sont  parallèles ,  sont  dans  le  plan  G  G' G",  il  en 
sera  de  même  du  cenlre  G,  du  système  composé  de  ces  trois 
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systèmes,  lequel  ost  le  centre  du  système  X,.  D'après  les 
principes  connus  sur  la  composition  et  décomposition  des 
forces ,  on  prouverait  de  la  même  manière  que  les  centres 
G'„  G'',  des  systèmes  Y,  et  Z,  sont  dans  le  plan  G  G'  G"  ; 
donc ,  etc. 

Théorème  II.  On  fait  la  décomposition  indiquée  (théo- 
rème I)  de  façon  que  l'une  des  forces  soit  perpendiculaire  au 
plan  central,  et  que  les  deux  autres  X  et  Y  lui  soient  paral- 
lèles; de  quelque  manière  que  se  fasse  la  décomposition,  les 
centres  G,  G'  des  systèmes  X,  Y  sont  toujours  sur  une  même 
ligne  droite,  située  dans  le  plan  central  et  appelée  ligne 
centrale. 

Démonstration.  Remarquons  d'abord  qu'on  pourra  effec- 
tuer la  décomposition  des  forces  P  en  X,  Y,  Z,  en  les  décom- 
posant d'abord  chacune  en  deux  forces,  dont  l'une,  qui  sera 
invariable  dans  tous  les  systèmes  de  décomposition,  sera  Z  , 
et  l'autre  Q  sera  dirigée  selon  l'intersection  du  plan  Z  AQ  avec 
un  plan  mené  par  le  point  A ,  parallèlement  au  plan  central , 
puis  en  décomposant  chaque  force  Q  en  deux  autres  X,  Y, 
parallèles  au  plan  central. 

Maintenant  les  systèmes  X  et  Y  auront  leurs  centres  G  et 
G'  dans  le  plan  central;  menons  la  droite  G  G';  pour  effec- 
tuer une  nouvelle  décomposition  dos  forces  Q...  selon  deux 
nouvelles  directions,  il  suffit  de  décomposer  leurs  compo- 
santes X  et  Y  selon  les  deux  nouvelles  directions,  on  aura 
ainsi  quatre  systèmes  de  forces  parallèles  qui  seront  paral- 
lèles deux  à  deux ,  et  par  un  raisonnement  en  tout  semblable 
à  celui  dont  on  a  fait  usage  ci-dessus ,  on  prouvera  que  les 
centres  des  deux  nouveaux  systèmes  sont  sur  la  droite  G  G'. 

Remarque.  Ce  théorème  est  vrai  quand  même  la  compo- 
sante non  parallèle  au  plan  central  ne  lui  est  pas  perpendi- 
nilaire  ;  il  suillt  (prelle  soit  parallèle  à  une  direction  fixe. 
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seulement  on  n'a  plus  h  lii^nc  n'nlralo  pour  In  !ign(^  conip- 
nant  les  centres. 

Observations.  Si  les  trois  centres  conjugiios  G,  G',  G"  sojit 
sur  une  même  droite,  ils  restent  toujours  sur  eelle  droite 
quels  que  soient  les  axes  .  et  la  position  du  plan  central  est 
indéterminée. 

Si  les  trois  centres  se  confondent  en  un  point ,  la  cciïiici- 
dence  en  ce  point  aura  lieu  pour  tous  les  axes. 

Dans  tout  ce  qui  précède ,  on  suppose  que  le  système  n'est 
pas  en  équilibre  et  ne  se  réduit  pas  à  un  couple. 


REMARQUE  SUR  LA  QUESTiON  161, 

(  Théorème  Joachimsthal ,  p.  114  } 

PAR.  M.  ZiBBESCUSC, 
Professeur  à  la  Faeullé  de  Bordeaux. 


Dans  les  équations  np  -f-  n'p'=  Ûd"  et  np  -j-  n'p'-\-  n"p"-\- 
-|- «'";>"'=  const.  ='2  (<2'-}-/'')  relatives  à  l'ellipse  ay'-{- 
-^  b'^jc"  =  a' b'\  on  reconnaît  de  suite  que  les  facteurs  n,  n' 
pouvant  devenir  aussi  grands  qu'on  voudra ,  du  moins  pour 
la  première  équation,  les  produits  np^n'p\  n"p',  n"p"'  ne 
sont  pas  essentiellement  positifs.  Cela  tient  à  ce  que  p ,  qui 
n'est  autre  chose  que  la  projection  du  rayon  central  AO  sur 
la  normale  AN  ,  peut  tomber  sur  AN  ou  sur  son  prolonge- 
ment ;  de  là  une  discussion  nécessaire  pour  déterminer  les 
signes. 

Pour  plus  de  généralité ,  prenons   !a  surface  à  centre 

'- j--^_Ll  =  1 .  Le  plan  tanopiU  en  A  (a.-,  y.  z)  ayauî  p«»ur 

u  h        c 
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équaticm,  on  ropnsentanl  par  X ,  Y,  Z  les  coordonnées  cou- 

X^-     ^>'  .  ^-  .... 

ranles f-  -;-  H =  1 ,  il  en  résultera  : 

abc 

1 


De  même ,  la  normale  en  A  ,  ayant  pour  équation 

X  —  a.-  _  Y— :r  _  Z  —  z 
X  y  z 

abc 

Si  1  on  représente  par  a,  fi,  y  les  coordonnées  d'un  point 
N  «II*  la  normale  en  A ,  en  posant  de  plus  AN  =  «  ,  on  aura  : 

{X  -  .)'+  (y  -  hr^  {z  -  v)'  =  n'  ; 
et  par  conséquent, 

X — a      y — [i       :; — 7  ±« 


zr:tip  =  u, 


de  là  encore  : 


a       a  —  «'       6       // — x^       c       c  —  u 
ce  qui  change  l'équation 

<7  oc 


en 


dEa*  6B^  C'/ 


{a  —  u)'       [b  —  uy       [c  —  M)' 
ou  bien  encore  : 

u*^2{a-\-b-^c)u--^....-\-a'b'c'\\---^i-^t\^Q^ 

\         a         b        c  ] 

Donc 

1"  J.a  somme  des  //  ou  ûinp  est  con,s(;»n(«- 
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ii"  Le  produit  des  «  reste  le  mémo  tant  que  le  point  N  se 

a'       8'       7'^ 

trouve  sur  une  surface  — [—7  4-  -  =  K   concentrique   et 

abc  ^ 

semblable  à  la  surface  donnée. 

On  demande  une  discussion  <  omplèle  de  l'équation  [à). 

En  rapportant  la  conique  à  centre  à  deux  axes  obliques 
tangents  à  la  courbe  aux  points  A  et  A',  on  trouve  très-sim- 
plement np±n'p'r=2b''.  Le  signe  est  mis  en  évidence.  Comme 
b^  est  <  ou  =  a\  puisque  np  peut  surpasser  2a%  il  faut  bien 
que  le  terme  n'p  puisse  devenir  négatif.  Le  signe  —  se  pré- 
sente quand  N  est  hors  de  l'ellipse.  Même  démonstration 
pour  l'hyperbole. 


LIEU  GEOMETRIQUE. 

Question  proposée  comme  sujet  de  composition  pour  l'École 
polytechnique  en  1847   V.  t.  \I ,  p.  327), 

FAR.  m.  XE  GAI.I.AIS, 

(■lève  (lu  collège  de  La  Flèclif . 


r  ifig.  34)  Du  sommet  A  de  l'angle  droit  BAC  on  mène 
une  droite  'quelconque  ;  des  points  B  et  C  on  abaisse  les  per- 
pendiculaires BP,  CQ  ,  trouver  le  lieu  des  points  M  de  ces 
droites  pour  lesquels  : 

âm'  =  ÂP  X  ÂQ. 
En  employant  les  coordonnées  polaires ,  la  solution  de  ce 
problème  est  d'une  extrême  simplicité.  Prenons  AG  pour  axe 
polaire  ;  la  droite,  menée  à  volonté  par  le  point  A,  est  déter- 
minée par  l'angle  9  qu'elle  fait  avec  AG ,  et  les  points  B  et  C 
par  leurs  dislances  ^  et  6  au  point  A  dans  des  directions 
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lîxes  ;  le  point  M  aura  pour  coordonnées  l'angle  ô  et  la  lon- 
gueur variable  p  correspondante.  Cela  posé,  on  veut  avoir  • 

IM"  =  AP.ÂQ, 
or  AP  =  «sinO,  AQ=6cosO. 

I.'rquation  du  lieu  demandé  est  donc 

0^  =  ^zZ>sinft  cosô. 

La  discussion  de  cette  équation  est  facile.  D'abord  on  voit 
que  sinO  cosô  doit  être  positif;  donc  la  courbe  n'existe  que 
dans  les  intervalles  où  le  sinus  et  le  cosinus  de  6  sont  de 
même  signe ,  c'est-à-dire  dans  l'angle  droit  BAC  et  dans  son 

opposé  par  le  sommet  ;  et  nullement  dans  les  angles  BAC  et 

CAB'  ;  outre  que  cela  est  d'accord  avec  l'énoncé  même  ,  la 
seule  inspection  de  la  figure  rend  cette  conclusion  évidente. 
En  second  lieu ,  la  forme  même  de  l'équation  montre  que 
toute  valeur  positive  de  o  correspond  à  une  valeur  négative 
parfaitement  égale  et  située  sur  le  prolongement,  d'où  il 
suit  que  le  point  A  est  un  centre  de  figure  et  de  symétrie , 
de  sorte  que  la  connaissance  de  la  branche  comprise  dans 
l'angle  BAC  suffira  pour  que  la  courbe  soit  complètement 
explorée  ;  cette  branche  elle-même  étant  symétrique  par 
rapport  ;i  la  bissectrice,  puisqu'à  chaque  couple  (sinO,  cosO) 

correspond  le  couple  équivalent  (cosô',  coso'),  ô  étant  <C^j, 
et  e'=s6-|-^.  Faisons  donc  croître  6  de  0  à  j,  alors  26  croît 


4 4' 

inj 
2 


T  sin  29 

de  0  à  ^,  et  par  conséquent  sinO  cosô  =  ,  croît  de  0 


1 

à  -,  et  croît  par  degrés  continus.  La  courbe  passe  donc  par 

le  point  A ,  est  coutiime  et  s'éloigne  de  plus  en  plus  du 
point  A  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  la  bit-seclrice  eu  D. 
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n  après  ce  qui  précède,  sa  forme  est  donc  mainlcnanl  com 
pléfemeut  déterminée  ;  pour  achever  de  dissiper  toute  incer- 
titude, il  suffit  de  chercher  la  direction  de  la  tangente  en 
quelques  points.  En  appelant  a  l'angle  qu'elle  fait  avec  le 
rayon  vecteur,  on  sait  qu'elle  est  déterminée  par  la  for- 
mule tanga  =  -,,  p'  étant  la  dérivée  de  p  ;  or  la  dérivée  de 

ah 
sm  29  est  2cos  29 ,  donc  on  a  à  la  fois   p  =  —  sm  2ft. 

■11!  =.  ah  cos26 ,  ou  -^  =:^  (ang  29  ;  ainsi  langa  —  lang  26.  On 
trouve  ainsi  le  tableau  suivant  : 

"=»  "=1  '=■§• 

2 

La  courbe  est  donc  tangente  en  deux  côtés  de  l'an- 

gle BAC,  et  en  D  à  une  perpendiculaire  à  la  bissectrice. 

Note.  C'est  une  lemniscate  de  Bernoulli  ;  l'équation  do 
l'hyperbole  étant  2xr  —  ah  =  0.  (V.  t.  IV,  p.  427.)    Tra. 


AIRE 

du  quadrilatère  circonscriptible. 

FAR  01.  J.-G.  a>OSTOR  , 

Docleur  es  sciences  mathématiques. 


Dans  tout  quadrilatère  circonscriptible,  les  côtés  forment 

la  relation 

a--{-c=:  h-\-  d, 

de  laquelle  on  déduit 

a'—  h'-j-  c'—  d'—  'Àbd^Àac. 
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Substiluaiil  celle  valeur  dans  la  lurmule  de  1  aire  d  un 
quadrilatère  quelconque  (*),  cl  faisant  sortir  le  fadeur  4  de 
dessous  le  radical ,  on  obtient  : 

Q  =  -  \/{mn  -\-  ne  —  bd)  {mn  —  ac  -j-  bd) , 

pour  l'expression  de  l'aire  dun  quadrilatère  circonscriptible. 
Soient  a,  «";   //,  b"  ;  c\  c"  :  d\  d"  les  segments  des  côtés 
respectifs  formés  par  les  points  de  contact,  de  sorte  que 

a"  =^  b\  b"  =  c',  c"  =  d\  d"  =  a\ 
et 

ac  —  bd  =  [a-{-  a'')  [d-\-  c";  —  {b'-{-  b')  (c'+  c") . 

Développant  le  second  membre  ,  et  observant  que  les  égali- 
tés précédentes  donnent . 

a"c"  =:  b'd' ,   b"d"  =  a'c\ 
et 

a'c=b'b'\  a'c"  =  d'd\  b'd"=a'a'\  d'b"=c'c", 

on  trouve,  en  substituant  et  en  réduisant  : 

Q=i[/  {m?i+a'a"-b'  b"+c'c"  -d'a"}{mfi-a'a"+b'b"-c'c"+d'd") . 

Lorsque  le  quadrilatère  circonscriptible  est  en  même  temps 
inscriptible  ,  on  a  le  produit  des  diagonales  mn=:  ac-{-bd , 
et,  par  suite, 


Q  =  V'  nbcd , 

pour  l'aire  d'un  quadrilatère  à  la  fois  inscriptible  et  circon- 
scriptible, dont  a^  b,  c^  d  sont  les  quatre  côtèrf. 

('•)  Voir  Noiiv.  Annales  des  Malhcni..  t.  VII,  p.  hy. 
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SOLUTIOIN  GEOiUETRlOUK 

du  problème  sur  t'axe  radical  (Q.  ()7,  l.  11.  jk  327). 

PAR  m.  A.  MANMHEHïiS  , 
i;lévc  (Jii  lycée  Charleinagne  (  classe  de  M.  C;ilalaii  ). 


Étant  données  deux  circonférences  dans  le  même  plan  , 
A  un  point  sur  la  première  circonférence ,  et  B  un  point 
sur  la  seconde  ;  trouver  sur  l'axe  radical  des  deux  circon- 
férences un  point  C,  tel  qu'on  menant  les  sécantes  CA. ,  GB, 
elles  coupent  les  circonférences  en  deux  points  D,  E  ,  de  ma- 
nière que  la  droile»DE  soit  à  angle  droit  sur  l'axe  radical 

Supposons  le  problème  résolu.  Soit  C  le  point  cherché.  G 
étant  le  point  de  rencontre  de  la  droite  DE  avec  l'axe  radical , 
élevons  au  point  A  la  perpendiculaire  AC  à  îa  sécante  {]]). 
Les  deux  triangles  CAC  et  DCG  sont  semblables,  el  Toîî  a 
ÇA  X  CD  =  CG  X  ce  ;  mais  puisque  le  point  (]  est  un  point 
de  l'axe  radical ,  l'on  a  CAxC5ï=GBxCE;  ctCG  X('.C'= 
=CBxCEi  donc  les  triangles  CBC  et  CGE  sont  semblables , 
et  la  droite  BC  est  perpendiculaire  à  CE.  On  voit  donc  que 
les  perpendiculaires  AC  et  BC  aux  sécantes  CD  et  CE  se 
coupent  sur  l'axe  radical.  Actuellement  les  points  C .  A  .  B .  C 
sont  sur  une  méraf  circonférence;  car  CAG'=I'*-  ;CBC=1''\ 
Mais  cette  circonférence  passant  par  les  deux  points  A  et  B, 
son  centre  est  situé  sur  l'axe  railical.  Elle  est  donc  déter- 
minée, et  les  points  où  elle  coupe  l'axe  radical  sont  les  points 
cherchés.  La  circonférence  ayant  son  centre  sur  l'axe  radi- 
cal, !e  prublértu' istÎMiet  di'ux  ^ofiUion^..  Sj  li.s  pifiin^i  fj<>!it}é,-. 
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A  ri  B  hont  sur  iiiie  perpendiculaire  à  l axe  radical  ,  lu» 
d<«i  points  est  à  l'infîni,  et  l'autre  est  le  point  où  AB  ren- 
contre l'axe  radical.  C'est  ce  qu'indique  la  construction. 


THEOREME 

fur  les  aaes  de  l'ellipse  et  de  V hyperbole. 

PAR  M.  A.  MANXUHEira . 

eléve  du  lycée  Charlemagne  C  classe  de  M.  Catalan  )• 


La  circonférence  décrite  sur  la  portion  du  petit  axe  com- 
prise entre  la  normale  et  la  tangente  menées  en  un  point 
d'une  ellipse  passe  par  les  foyers.  Le  t^j^éorème  subsiste  poar 
l'hyperbole. 

Démonstration  facile. 


FORMULES  DE  DELAMBRE 

et  analogies  de  Néper,  déduites  immédiatement  des  formules 
fondamentales  de  la  trigonométrie  sphérique ,  d'après 
M.  Crelle.  (Crelle,  XII,  348, 1834,  en  français.) 


1.  cosBcosC  =  cosasinBsinC — cosA  (1)   \ 

cosôcosc  =  cosa — cosAsinisinc  (2)  f  Equations  fonda- 

sinA sinB  _  sinC  I      mentales. 

sina       smb        sine  ^         / 

L'équation  (3)  donne  : 

sinB8inC(i+cosfl)(i — cosa)=8inèsinc(l+cosA)(l-cosA),..  (4) 
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de  I<i ,  on  déduit  : 

[1— co.sA-{-sinBsinG(l4-cosr/)](l — ':osa)=^ 
=  [1 — cosa-{-sinZ'sinc(l+cosA)](l — cosA), 

ou  bien,  en  vertu  de  l'équalion  (1), 

[i+cos(B — C)](l — cosût)  =  li—cosib-\-c)]{i~cosa) 

1  111 

4cos*  -  (B— C)sin'  -rt  =  4sin'  -  (6+c)sin'  -  A 

1  111 

icos  ^  (B— C)sin  -a=  sin  -  (^+c)sin  -^-A.        (5) 

C'est  la  première  équation  de  Delambre. 

L'équalion  (4)  donne  encore 

[H-cosA-f-sinBsinC(l — cosa)]  (l+cos«)  ~ 
=  [l+cosa+sin/>sinc(l — cosA)]  (1+cosA)  ; 

on  en  déduit ,  combinée  avec  l'équation  (1), 

1  111 

zh  sin  -  (B+C)cos  -a  =  cos-  {b — c)cos  -  A ,         (6) 

seconde  équation  de  Delambre ,  et  les  deux  autres  sont 

1111 

±  sin  -  (B— C)sin  -  a  =  sin  -  (b—c)cos  -A         (7) 

2  2  2  2 

1  111 

dbcos  r(B+C)cos-a  =  cos-(6+c)sin- A.  (8) 

*d  A  ^  ^ 

(7)  et  (8)  se  déduisent  de 

[t+cosA — sinBsin(^(l+cosût)](l — cos«j  = 
=  [1 — cos«— sin6sinc(l  — cosA)](l+cosA) 
[1 — cosA— sinBsinC,  I — co3a)](l+cosa)  = 
=  [l+cosrt— sin6sinc(H'C0sA)](l — cosA). 

En  divisant  (7}  par  (5),  (5)  par  [8j,  (7)  par^8)  et  (6)  par 
(8),  on  obtient  les  analogies  de  Néper. 

Observation.  Les  formules  3,  6,  7,  8  porleul  le  nom  de 
Gauss  en  Allemagne,  mais  elles  ont  été  douiites  par  Dulam- 
bre,  dans  la  Connaissance  des  temps-,  ISO'J,  publiée:  en  1807. 
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QUESTION  D'EXAMEN  (Tome  VI ,  page  328), 
PAB.  Bi.  z.i:gai.x.ais  . 

élève  du  collège  militaire  de  La  Flèche. 


Trouver  le  lieu  des  projections  d'un  sommet  d'une  seclion 
conique  sur  toutes  ses  tangentes. 

L'équation  y  =  2pjc -\- nx^  représente  l'une  quelconque 
des  trois  sections  coniques  rapportée  à  l'axe  focal  et  à  l'un 
des  sommets  situés  sur  cet  axe. 

Soit  {j:\  y)  un  point  quelconque  de  la  courbe;  posons 
l'équation  de  la  tangente  en  ce  point ,  celle  de  la  perpendi- 
culaire menée  à  celte  tangente  par  l'origine  ,  et  la  condition 
qui  exprime  que  le  point  (x'^y)  est  sur  la  courbe,  j'aurai 

trois  relations  : 

yz='2px'-\-nj:"  (1) 

yy=  p[x  -f-  •î')  -f"  Jt-xx'  (2) 

y  =  --^—T^-  (3) 

p  -\-  nx 

entre  lesquelles  il  suffît  évidemment  d'éliminor  x  cl  j'  pour 
avoir  l'équation  du  lieu  demandé.  Des  deux  dernières ,  on 
tire  : 

.'— _       •^•'  -^-y'  ,__  py 

'^'~      ^n{x'-j-y)-\-px'     ^  l''n{x'-\-y)-^px' 

portant  ces  valeurs  dans  !a  relation  (1)  et  opérant  toutes  les 
réductions^  on  trouve  définitivement  pour  équation  générale 
du  lieu  géométrique  cherché  ; 

"(•^•'-}-y)'+2/'^{'^''-h/)+r>-^ -0 r).    i'A 

'•)  Voir  I  tv.  |),  vjR. 
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Jl  faut  maintenant  discuter  cette  équalion  en  donnant  suc- 
cessivement k  n  et  il  p  les  valcîirs  qui  conviennent  pour  les 
trois  courbes. 

Pour  n  =  0,  la  discussion  est  assez  simple;  mais,  dans 
les  autres  cas,  elle  devient  plus  enibarrassanie  par  suite  de  la 
complication  des  termes  et  des  radicaux  ;  c'est  pourquoi 
nous  préférons  passer  à  l'équation  polaire.  En  employant 
les  forînules  de  transformation  x  =  p  cosw,  y  =  p  sin  w,  on 
obtient  : 

np'  -f-  ^/"P  cos  M  -j-  p^  sin  'w  =  o .  l'P) 

Passons  à  la  discussion  dans  les  trois  cas  : 

1°  Parabole.  n  =  o  L'équation  (a)  donne  alors .>'= , 

et  1  équation  ip)  (j  =  - .  Î50us  lune  quelconque  de  ces 

deux  formes,  on  reconnaît  facilement  la  cissoïde  ayant  pour 
sommet  et  pour  axe  transverse  le  sommet  et  l'axe  transverse 
do  la  parabole,  et  pour  asymptole  la  directrice  de  cette 
courbe  ;  il  est  inutile  de  nous  y  arrêter.  (Y.  t.  lY,  p.  43t.) 
2°  Ellipse.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  du  sommet  de 

gjiuche  A'  [fig.  31),  alors  n  =  — -,  /'=— ,  eU'équation (fs) 

A  A 

devient  : 

p'  =  2Ap  cos  co  —  B'  siu  'w  =  0  , 

ou ,  résolvant  : 

p  =  A  cos  W  ±  \/B'-[-  c"  cos  'w  i    c"  rr:  A^  —  B\ 

A  chaque  valeur  de  w  correspondent  deux  valeurs  de  o,  parmi 
lesquelles  il  y  en  a  toujours  une  positive  et  une  négative  , 
attendu  que  A  coso)  est  moindre  que  le  radical 

.^_-_^0,  0  =  A±:A=:2A,  0. 


y  «•■ 


roissaut  do  u  à  3 ,  le  sigru;  -j-  du  radiwl  <loîUi«  Iw  va 
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leurs  positives  tic  ^ ,  il  ces  valeurs  vout  en  décroissant ,  car 
cosw  décroît;  mais  tous  les  points  déterminés  ainsi  sont 
.•«Hués  hors  de  l'ellipse,  car  à  une  même  valeur  de  w  corres- 
pondent ces  deux  rayons  vecteurs  :  savoir,  pour  la  courbe 


actuelle,   p'=  A  cosw -+- \/'B'-|-c'cos'o),  et,  pour  l'ellipse, 

r,'  =  âAcosw— — — ,  .  ■,■  ,  el  il  est  facile  de  voir  que  p' —  o" 

est  >  0.  Le  signe  —  du  radical  donne  les  valeurs  négatives 

dep,  qui  vont  en  croissant  quand  w  croît  de  0  à  -.  Pourw=-, 

P=±B,  ce  qui  donne  les  deux  sommets  H  et  I  du  rectangle 
construit  sur  les  axes  de  Tellipse. 

11  est  inutile  de  pousser  plus  loin  cette  première  discussion. 
L'évidente  symétrie  autour  du  grand  axe  de  l'ellipse,  et 
l'obligation  de  passer  par  les  points  A  et  A',  indiquent  déjà 
sensiblement  la  forme  représentée  dans  la  figure  31  ;  pour 
plus  de  détails ,  passons  à  la  discussion  de  la  tangente.  L'an- 
gle a  qu'elle  a  fait  avec  le  rayon  vecteur,  est  donnée  par  la 

doi  ,  ... 

formule  tang  a  =  p—  ,  et ,  dans  une  équation  quelconque  , 

d? 

dui  F'(p)    ,^ 

F  a),p)  =0,-7-  =  —  ttt:-  ^n  a  donc  ici  : 

ap  r  (&>)  • 

A  p  cos  w  —  îj'  • 

tang  y.  r- 


Apsinw  —  B'  sinw  cos'» 
Pour  10  =  0,  avec  p=2A,  c'est-à-dire  pour  le  point  A, 
tang  z  .=  oo  ;  donc  à  ce  point  la  tangente  est  la  même  que  la 
tangente  à  l'ellipse.  Pour  w  =  0,  avec  f^  =  0,  on  a  d'abord 

langa=:-.  Alin  d'interpréter  ce  résultai,  mettons  tang  r 

sous  la  forme  : 


li'  sii»  'w 
taiiiLi 


A'  cos  'fc'  -|-  AV/B'-f-c'  cos  ''.' 
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un  voit  que  la  tangente  en  A  est  également  la  même  que  la 
tangente  à  l'ellipse.  Ceci  achève  de  déterminer  la  forme 
exacte. 

Il  est  évidemment  inutile  de  recommencer  pour  un  autre 
sommet  de  l'ellipse  l'examen  qui  vient  d'être  fait  ;  la  symé- 
trie montre  que  pour  le  point  B ,  par  exemple ,  le  lieu  aurait 
la  forme  de  la  fig.  32. 

3"  Hyperbole  {/Ig.  33).  Supposons  qu'il  s'agisse  du  sommet 

de  droite  Ac ,  alors  «  =  —,/;=-—,  et  l'équation  (p)  devient 
A.  A 

p'-|-2Apcos(.)  +  I^'sin'»  =  0, 
ou 


0  =  —  A  ces  oj  db  y —  B'-f-  c''  cos  'w . 

Nous  remarquons  d'abord  une  particularité  que  n'avaient 

point  offert  les  cas  précédents,  c'est  que  w  a  des  limites  ;  en 

effet,  pour  que  le  radical  soit  réel,  il  faut  que  c'cos'w 

B 
soit  >  B',  ou  que  cos  w  soit  >>  -.  Ayant  mené  par  le  point  A 

C 

les  perpendiculaires  AH  et  AH'  sur  les  asymptotes ,  et  les 
ayant  prolongées  indéfiniment  en  IHF  et  l'H'F',  les  rayons 
vecteurs  doivent  être  menés  dans  l'angle  FAF'  ou  dans  l'an- 
gle lAI',  pour  donner  des  points  de  la  courbe.  D'ailleurs, 

pour  w  <;  - ,  il  est  évident  que  les  deux  valeurs  de  p  sont  né- 
gatives. 

Nous  voyons  donc  que  la  courbe  est  tout  entière  comprise 
dans  l'intérieur  du  triangle  lAF,  ce  à  quoi  on  devait  s'at- 
tendre, d'après  les  propriétés  des  asymptotes. 

Continuons  donc  la  discussion ,  en  faisant  croître  w  de 
H'A.r  à  r. 

La  courbe  doit  passer  par  les  points  A ,  H  ,  H',  et  être  dans 
l'intérieur  de  l'angle  HAH';  cola  nous  porte  déjà  à  croire 
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que  dans  rot  iiitorvallo  ollo  tourne  sa  convexité  vers  A  A'. 

A  chaque  valeur  (le&)  correspondent  deux  valeurs  de  p,  qui 
sont  de  même  signe,  et  qui  vont,  l'une  en  croissant ,  l'autre 
en  décroissant ,  à  mesure  que  w  approche  de  r.. 

u)  =  -^  û  =  2A,  0,  on  retrouve  les  deux  sommets  A ,  A'. 

cosw  = ,  p  =  —  ;  on  retrouve  les  deux  points  H  et  H'. 

ce 

Cherchons  la  tangente ,-  en  répétant  les  calculs  faits  ci-des- 
sus ,  on  trouve  : 

p"  4-  Ap  cos  w 
lang  V.  =  ,^,  .      ^     — T— ^— • 
li  sm  w  cos  w  —  Ap  sm  o-> 

TZ 

Par  hypothèse ,  w  est  compris  entre  -  et  -,  et  p  est  >>  0  ;  donc 

le  dénominateur  est  négatif,-  le  signe  de  tang  a  dépend  donc  du 
signe  du  numérateur.  On  voit  donc  que  tang  a  est  >»  0  quand 
P  est  <;  A  cos  Ci,  et  ^O  quand  p  est  >  Acosw.  En  interpré- 
tant ce  résultat ,  on  trouve  que,  dans  la  partie  de  la  courbe 
Voisine  du  point  A,  la  convexité  est  tournée  vers  A  A',  et 
qu'au  contraire ,  dans  la  partie  voisine  du  point  A',  c'est  la 
concavité  qui  est  tournée  vers  cette  ligne  j  et  évidemment  le 
changement  du  sens  de  courbure  a  lieu  au  point  H',  car  c'est 
là  le  point  de  séparation  entre  les  rayons  vecteurs  par  les- 
quels p  est  «<  Acos  w  et  ceux  pour  lesquels  p  est  >>  Acosw. 

Au  point  H',  il  est  facile  de  vérifier  que  la  tangente  est  AH'  ; 
au  point  A  et  au  point  A',  la  tangente  est  la  même  que  la 
tangente  à  l'hyperbole. 

L'ensemble  de  ces  renseignements  et  la  symétrie  nécessaire 
autour  de  A  A'  assignent  au  lieu  la  forme  représentée  ^gr.  33. 

Note.  Pour  être  complète  ,  cette  discussion  devrait  porter 
sur  les  points  où  les  tangentes  sont  parallèles  aux  axes  princi- 
paux ,  ce  qu'on  obtient  en  faisant  a  égal  à  w  et  à  - — w  ;  mais 
la  détermination  est  plus  commode  en  se  servant  des  coor- 
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données  rectangulaires  ;  dans  l'hyperbole,  il  faut,  eil  outre, 
tixer  les  points  où  la  tangente  est  parallèle  aux  asymptotes. 

Les  lignes  qu'on  obtient  en  projetant  un  point  fixe  sur  les 
tangentes  à  une  conique,  sont  très-importantes  en  analyse  et 
en  physique,  dans  la  théorie  des  ondes.  Les  Allemands  dési- 
gnent ce  genre  de  lignes  par  un  seul  mot ,  qui  signifie  courbe 
des  pieds  des  perpendiculaires.  Ne  pourrions-nous  pas ,  pour 
le  même  usage ,  employer  l'expression  ligne  podaire ,  et 
surface  podaire^  quand  il  s'agit  de  la  projection  d'un  point 
fixe  sur  les  plans  tangents  d'une  surface  ?  Ainsi  on  dirait  que 
l'onde  lumineuse  de  Fresnel  est  la  surface  polaire  réciproque 
(par  rapport  à  un  ellipsoïde)  de  la  surface  podaire  du  centre 
de  cet  ellipsoïde;  la  poc^atre  du  sommet  d'une  parabole  est  une 
cissoïde.  La  podaire  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère  est 
une  cassinoïdc.  La  podaire  d'un  foyer  est  un  cercle  dans  les 
coniques  à  centre  et  une  droite  dans  la  parabole ,  et  en 
général  la  ligne  ou  les  surfaces  podaires  d'un  point  quel- 
conque ,  est  une  ligne  ou  une  surface  de  quatrième  degré  où 
les  termes  du  quatrième  degré  forment  un  carré  parfait. 


QUESTKJNS. 


184.  p  nombre  premier  impair;  a,  h  deux  nombres pre- 

miers  entre  eux  ;  a-\-b  ei  — r—r-  ne  peuvent  avoir  d  autre 

a-\-b 

facteur  commun  que  p  ;  si  aF-{-  b^  est  divisible  par  />^,  alors 
a-\~b  est  divisible  par  p'^~'  ;  mêmes  propriétés  lorsqu'un  des 
nombres  a ,  b  devient  négatif.  (Kummer.) 

183.  P  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  : 

a:  a-\-b  \b-\-r.  \c-\-d:  d-\- etc., 
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el  0  lu  limite  de  la  fractii)n  continue  : 

a  :  b  -\-  b  :  c  -\~  c  :  d  -[-  etc. , 
on  a  P(rf  +  Q-f  l)  =  rt-f  Q. 

A,'     ,     A,       ,  A  /         . 

186.  — : 1 1-  ... — ^ B  =  ();  A,,  A.,  ...A„; 

a: — a,      x — a^  x — a^^ 

a,,  a,,  ...a„  et  B  sont  des  quantités  réelles.  Cette  équation  a 

toujours  n  racines  réelles. 

187.  Deux  côtés  d'un  angle  droit  touchent  deux  coniques 
lonfocales ,  situées  dans  le  même  plan  ;  le  lieu  du  sommet  est 
un  cercle  ;  la  droite  qui  réunit  les  deux  points  de  contact  a 
pour  enveloppe  une  conique.  (  Chasles.) 

1 88 .  {aj:+by+czy+[a'x-i-b'y+c'zY+{a"x+b"j+c"zy  =  d* , 
{ax-\-a'y-\-a"zY->r{bx+b'x-\-U'zy-\-{ca:+c[r-rc"z)'—d\ 

Les  axes  étant  rectangulaires ,  ces  deux  équations  sont  celles 
de  deux  ellipsoïdes  égaux.  (Jacobi.) 

189.  Soient 

'  =/(-a^,.r)  ;  «  =  F(j:,.r)  ;  d'où  .r .—  (p (w,  0  î  .>'  =  'k («,  0  '> 
OD  a 

f'x  est  la  dérivée  do  f{x)  par  rapport  à  or ,  et  ainsi  des 
autres.  (Mobius.) 

190.  Si  l'on  substitue  dans  l'équation  polaire  d'une  droite, 
r'  au  lieu  du  rayon  vecteur  r,  et  2w  au  lieu  de  l'angle  po- 
laire w ,  on  obtiendra  l'équation  d'une  hyperbole  équilatère. 

D'une  manière  analogue ,  en  substituant  V/—  1  (  ^ang-r  J 

pour  tang  -  /*,  et  2aj  pour  w ,  dans  l'équation  polaire  sphé- 

rique  d'un  grand  cercle,  e(  en  changeant  les  constantes  de 
manière  que  les  imaginaires  disparaissent,  on  tombera  sur 
l'équation  d'une  hyperbole  équilatère  sphèrique.  (Strebor  ) 
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CUBATURE  DE  QUELQUES  CORPS , 

PAR  M.  FISrCK,- 
Professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Sllasbourg. 


J'ai  donné  dans  ma  Géométrie,  3'  édit.,  p.  458,  la  mesure 
de  l'obélisque,  polyèdre  qui  a  pour  bases  deux  polygones 
ayant  les  côtés  respectivement  parallèles  et  pour  faces  laté- 
rales des  trapèzes.  La  règle  établie  pour  cette  mesure  convient 
à  une  certaine  classe  de  corps  ;  c'est  ce  que  je  vais  montrer, 
tout  en  donnant  pour  le  cas  fondamental  une  démonstration 
plus  simple  que  celle  qui  est  insérée  dans  l'ouvrage  cité. 

I.  Théorème.  «Si  un  corps  a  deux  bases  planes  parallèles 
»  et  qu'il  se  trouve  terminé  latéralement  par  une  surface 
»  réglée ,  dont  deux  directrices  sont  les  contours  de  ces  bases, 
»  ou  par  une  surface  du  second  degré,  ce  corps  a  pour 
j  mesure  le  sixième  de  sa  hauteur,  multipliée  par  la  somme 
»  des  aires  des  bases  et  du  quadruple  de  la  section  faite  à 
)»  égales  distances  des  bases.  » 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  de  la  pyramide ,  qui  rentre 

dans  cette  règle ,  si  l'on  regarde  le  sommet  comme  une  base 

nulle;  car  h  étant  la  hauteur,  b  la  base,  la  section  moyenne 

1  1         1   r        1  n 

est  -b  ;  or  le  volume  est  -bh=:  -h\  b-\- 4-6   ,  ce  qui  est  l'é- 
4  3  6    L  4  J 

nonce. 

Pour  second  cas  je  prendrai  le  tétraèdre,  en  considérant 
deux  arêtes  opposées  comme  des  bases  à  aires  nulles.  Soit 
ABCD  {fig.  35)  un  tétraèdre,  AB,  CD  deux  arêtes  opposées, 
EFGH  une  section  parallèle  à  ces  arêtes  et  également  di- 

Ann.  de  Mathém.  vu.  It) 
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1  1 

stante  de  chacune;  EF  sera  =-CD,  el  GE=-AB,  de  8orle 

2  2 

1 
que  si  on  construit  le  prisme  ABCDKI ,  l'aire  GF  =  -ID  ;  or 

4 

le  prisme  a  pour  m£sui'e  ID  x  la  moitié  de  la  dislance  de 

AB  au  planID,  distance  que  je  nomme  h\  le  tétraèdre, 

1 

qui  est  le  tiers  du  prisme,  a  donc  pour  mesure  ID  x  7^ ou 

1 

4GF  X  -/»,  ce  qu'il  fallait  prouver, 
6 

Cela  posé ,  tout  polyèdre  qui  remplit  les  conditions  exigées 
par  l'énoncé  se  décomposera  en  tétraèdres  rentrant  dans  les 
deux  cas  précédents  .Soit,  par  exemple  {fig.  36  et  36  615) ,  le  po- 
lyèdre AFD,  dont  l'une  des  bases  est  un  pentagone,  l'autre  un 
triangle  5  FG  étant  supposé  parallèle  à  AB ,  la  face  AG  est  un 
trapèze ,  les  autres  sont  des  triangles  ;  ce  polyèdre  se  décom- 
pose en  plusieurs  parties,  savoir:  1°  HEBGD  pyramide; 
2"  le  tétraèdre  BHGF  ;  3°  le  tétraèdre  FAEB  qui ,  de  même 
que  les  deux  premières  parties ,  rentre  dans  le  premier  cas  ; 
4*  le  tétraèdre  FHBE ,  qui  rentre  dans  le  second  cas. 

II.  {Fig.  37.)  Si  la  surface  latérale,  au  lieujd'étre  polyé- 
drale ,  est  courbe ,  mais  réglée  ;  soient  AE ,  BF  deux  généra- 
trices inflniment  voisines,  ABC,  DEF  des  parties  des  contours 
des  bases  ;  tirez  BE ,  et  remplacez  la  portion  de  surface  courbe 
ABFE  par  les  deux  triangles  rectilignes  ABE ,  BEF  ;  en  opé- 
rant de  même  sur  toute  la  surface  latérale ,  on  ne  changera 
qu'inGniment  peu  le  volume  du  corps,  ainsi  que  les  aires  des 
bases  et  sections  ;  or  il  rentre  dans  l'énoncé ,  donc  de  mémo 
le  corps  donné. 

III.  {Fig.  38.)  Soit  maintenant  l'anneau  décrit  par  un  seg- 
ment circulaire  ABC,  tournant  autour  d'un  diamètre  exté- 
rieur DE  ;  les  bases  sont  nulles  ;  si  G  est  le  mili  u  de  AC,  que 
l'on  mène  de  A,  G,  C  des  perpendiculaires  sur  DE ,  la  section 
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moyftiino  est  l'aire  décriîo  par  UG  autour  do  DE;  or  l'an 

1 
neau  a  pour  mesure  :     -III  x  AGV 
G 

et  AC'=4AGxGC=4BGxGK=4(BL— GL)  (BL+GL), 

donc  : 

anneau  =  -HI  x  47r(BL'~  GL")  =  ^HI  x  4  aire  BG , 
o  6 

que,  si  à  cet  anneau  on  ajoute  le  tronc  de  cône  décrit  par 
ACIH  autour  de  HI ,  lequel ,  selon  ce  qui  précède ,  a  pour 
mesure  .- 

1 

-HI  X  (aire  AH  +  aire  CI  +  4  aire  GL), 

on  aura  le  segment  de  sphère  mesuré  d'après  l'énoncé. 

IV.  Je  passe  au  segment  d'ellipsoïde  de  révolution ,  et  pour 
cela  il  suffit ,  dans  la  sphère  précédente ,  de  rédutre  dans  un 
même  rapport  toutes  les  demi-cordes  AH ,  BL ,  CI ,  perpen- 
diculaires à  DE  ;  les  aires  décrites  par  ces  cordes  seront  toutes 
altérées ,  dans  un  même  rapport ,  égal  au  carré  du  précédent  ; 
il  en  est  donc  de  même  d'une  tranche  infiniment  mince  com- 
prise entre  deux  plans  perpendiculaires  à  DE,  et  par  suite 
il  en  est  de  même  du  segment  de  sphère  AHIC ,  dont  le  vo- 
lume, ainsi  que  les  aires  des  cercles  AH,  BL,  CI,  devront 
être  multipliés  par  un  même  nombre  pour  passer  à  l'ellip- 
soïde. 

De  l'ellipsoïde  de  révolution  on  passera  d'une  manière 
analogue  {métamorphique)  à  l'ellipsoïde  à  axes  inégaux; 
ainsi ,  conservant  pour  section  principale  une  section  méri- 
dienne, on  multipliera  par  un  même  nombre  les  perpendi- 
culaires menées  de  tous  les  points  de  la  surface  de  l'ellipsoïde 
sur  ce  plan  ;  les  sections  perpendiculaires  à  l'axe  de  révo- 
lution seront  multipliées  par  le  même  rapport,  ainsi  que  le 
volume  du  segment. 
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{Fig.  39.)  Une  seconde  transformation  ou  déformation  con- 
duira au  cas  où  les  bases  du  segment  ne  sont  pas  perpendicu- 
laires à  un  axe  principal.  En  effet,  soit  EF  une  droite  quel- 
conque menée  par  le  centre  <le  la  surface ,  GH  l'axe  principal 
auquel  les  bases  sont  perpendiculaires  ;  prenez  chaque  section 
comprise  entre  AB,  CD  et  déterminée  par  un  plan  parallèle 
à  ceux-là,  et  faites-la  glisser  dans  son  plan,  sans  changer  la 
direction  de  ses  axes ,  jusqu'à  ce  que  son  centre  soit  arrivé 
sur  EF  ;  le  volume  du  segment  n'aura  pas  changé ,  etc. 

Le  paraboloïde  elliptique  pouvant  être  considéré  comme 
un  ellipsoïde ,  le  théorème  s'applique  à  tout  segment  compris 
entre  deux  sections  elliptiques  parallèles. 
•  {Fig.  40.)  Reste  l'hyperboloïde  à  deux  nappes.  Or  soient 
ABC ,  DEF  deux  sections  elliptiques  parallèles  faites  dans  une 
même  nappe  ;  GHi ,  KLM  les  sections  correspondantes  du 
cône  asymptote ,  OQ  le  diamètre  conjugué  à  ces  sections  ; 
les  quatre  sections  sont  semblables,  et  par  suite  proportion- 
nelles aux  carres  des  dimensions  homologues  PC  ,  PI ,  QF , 
QM  ;  or,  à  cause  des  asymptotes  ,  les  différences  PI'  —  PC , 
QW  —  QF"  sont  constantes  pour  toutes  les  sections  paral- 
lèles ;  donc  le  corps  compris  entre  le  segment  d'hyperboloïde 
et  le  tronc  de  cône  GHIMLK  donne ,  parallèlement  au  plan 
KLM ,  des  sections  de  même  aire ,  et  se  mesure  comme  un 
cylindre  ;  par  suite  ,  il  rentre  dans  le  théorème  ;  mais  le  tronc 
de  cône  y  rentre  aussi  j  donc  le  segment  d'hyperboloïde  éga- 
lement. 

Il  est  évident  que  le  théorème  s'applique  à  une  inflnité 
d'autres  corps ,  car  deux  corps  compris  entre  deux  plans 
parallèles  ont  même  volume  si  tout  plan  parallèle  à  ceux-là 
et  compris  entre  eux,  détermine  dans  les  deux  corps  des  sec- 
lions  de  même  aire.  Tout  cela  est  renfermé  dans  un  théorème 
de  M.  Sarrus ,  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  dans  un  corps  toute  section  parallèle  à  un  plan  donné  a 
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son  aire  exprimée  par  A  -[-  Uz  -j~  ^^'  >  ^^  ^  ^^^  ^^  distance  de 
la  section  an  plan;  A  ,  B  ,  C  sont  des  constantes i  un  segment 
quelconque  renfermé  entre  deux  plans  parallèles  au  même  plan  f 
se  mesure  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 

Un  peu  de  calcul  intégral  suffit  pour  la  démonstration. 

Du  reste ,  on  fera  remarquer  que  si  dans  un  pareil  corps 
on  transforme  chaque  section  en  un  cercle  équivalent ,  et 
qu'on  fasse  glisser  ces  cercles  dans  leurs  plans  jusqu'à  ce  que 
les  centres  se  trouvent  sur  une  droite  quelconque  perpendi- 
culaire à  ces  plans ,  le  lieu  des  circonférences  sera  une  sur- 
face du  second  degré;  car  si  cette  droite  est  l'axe  des  z,  et 
qu'on  appelle  r  le  rayon  d'un  des  cercles ,  on  aura  : 

rrr^  =  A  +  Bs  -f  Cz'  ; 

soit  jc,  y,  z  un  point  pris  sur  la  circonférence  du  cercle  ,  il 
vient  : 

donc 

surface  du  second  degré  de  révolution  autour  de  Taxe  des  z. 

Note.  M.  C.  Koppe ,  de  Soest  (Westphalie),  est  auteur  de 
ce  théorème.  Un  corps  ayant  pour  bases  deux  polygones 
parallèles  et  pour  faces  des  trapèzes,  est  équivalent  à  un 
prisme  ayant  pour  hauteur  la  distance  des  deux  polygones  et 
pour  base  l'aire  de  la  section  parallèle  faite  à  égales  distances 
des  deux  bases  et  augmentée  de  la  douzième  partie  de  l'aire 
d'un  polygone  équrangle  aux  bases  et  qui  a  pour  côtés  les 
différences  de  leurs  côtés  homologues.  (Crelle,  t.  XVIII , 
p.  275,  1838.) 

Il  faudrait  démontrer  ridenlité  de  cette  expression  avec 
celle  de  M.  Finck. 

On  trouve  dans  le  Lilavati  (chapitre  YIII,  §  221)  celte 
évaluation  du  volume  d'une   pyramide  tronquée  à  bases 
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rectangles;   a,  b  el  a^,  b^  étant  les  dimensions  des  deux 

1 

bases ,  le  volume  est  égal  à  -h  \ab-{-  a!b'-{-  {a-\-a'){b-\-  b')] , 

énoncé  entièrement  conforme  au  théorème  de  M.  Finck; 
celui  de  M.  Kopp  est  ;/^-^|^-^  +  l(a'_^)(6'_^,)'j; 

l'énoncé  ordinaire  est -/i[ff 6 -j- a' /;'-}- \/a/;a'i'],  et  les  trois 

ô 

sont  identiques. 


SUR  LES  NORMALES  AUX  CONIQUES 

FAR  VI.  DE  FISTORIS, 

Capitaine  d'artillerie. 


\.  Si  d'un  point  quelconque  N  {fig.  41)  ayant  (a,  P)  pour 
coordonnées,  on  mène  des  normales  à  la  parabole  j'';=2pj:, 
ou  sait  qu'il  peut  y  avoir  jusqu'à  trois  normales,  et  que  les 
coordonnées  de  leurs  pieds  sont  déterminées  par  l'équation 
du  troisième  degré  : 

^3  _^2/?(/J-a)^  — 2/(3=0.  (1) 

L'équation  de  la  circonférence  de  cercle  passant  par  les 
pieds  des  normales  sera  (.r— A)^-j-(j^— B)'=R^  5  combinant 
cette  équation  avec  celle  de  la  parabole  j- =2^3 j;,  et  élimi- 
nant or,  on  a  l'équation  du  quatrième  degré  : 

qui  aura  trois  racines  j^, ,  y,^  y^  identiques  avec  celles  de 
l'équation  (1)  ;  et  comme  les  seconds  termes  manquent  dans 
les  équations  (1)  et  (2),  il  est  facile  d'en  conclure  que  la  qua- 
trième racine  ^4  de  l'équation  (2)  est  égale  à  zéro.  Donc 

La  circonférence  de  cercle  passant  par  les  pieds  des  trois  nor- 
males aune  parabole,  issues  d'un  même  point  ^  passe  aussi  par 
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le  sommet  de  la  courbe ,  et  réciproquement  si  Von  fait  passer 
une  circonférence  de  cercle  par  le  sommet  d'une  parabole  et 
rencontrant  la  courbe  en  trois  autres  points ,  les  normales  en 
ces  trois  points  iront  concourir  en  un  point  unique. 

{*)  De  là  résulte  un  moyen  très-simple  pour  mener  les  nor- 
males à  une  parabole  par  un  point  donné ,  quelle  que  soit  la 
position  de  ce  point.  Et  en  effet ,  si  de  l'équation  (2)  o»  fait 
disparaître  la  racine  ^'^  =  0  ,  on  aura  l'équalion  : 

y  +  ¥(j^-A)7^-8/>^B  =  0  (3) 

et  l'équation  (3)  étant  identique  à  l'équation  (l),  puisqu'elles 
ont  mêmes  racines  j^,,  jr^,  X^i  on  en  déduira  : 

2p[p  —  y)=.^p{p'-A.)  et  2/?=?  =  8/B, 

d'où  A  =^i^  et  B  =  |. 

Par  conséquent  le  centre  de  la  circonférence  de  cercle 
passant  par  les  pieds  des  normales  issues  du  point  N,  se  déter- 
mine par  une  construction  on  ne  peut  plus  simple,  et  son  rayon 
R  =  f/A"  +  B'  est  connu  ,  puisque  la  circonférence  passe 
par  le  sommet  de  la  parabole. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  la  somme  des  rayons  vec- 
teurs aboutissant  aux  pieds  des  normales  est  égale  au  double 
de  l'abscisse  du  point  N,  diminué  du  quart  du  paramètre  : 

FA-}-FB+FG  =  2a— |. 

Si  le  point  N  était  situé  sur  l'axe  de  la  parabole  ,  outre  la 
méthode  générale,  il  existerait  d'après  cela  un  moyen  encore 
bien  plus  simple  pour  construire  les  normales  :  du  foyer  F 
comme  centre  ,  on  décrirait  un  arc  de  cercle  avec  FN  pour 
rayon  ;  en  joignant  au  point  N  les  points  où  cet  arc  de  cercle 
rencontre  la  parabole,  on  aurait  deux  normales  ;  1^  troisième 
est  évidemment  l'axe  lui-même.  * 

(•)  Voir  t.  V,  p.  673. 
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II.  Dans  le  cas  de  l'ellipse,  ce  ne  sont  plus  trois  normales 
seulement ,  mais  quatre ,  qu'on  peut  mener  par  un  point 
donné  j  l'une  de  ces  normales  étant  déterminée ,  les  trois 
autres  sont  faciles  à  construire  par  une  construction  ana- 
logue à  celle  que  nous  venons  d'indiquer  pour  la  parabole. 

(Fig.  4:2)  Soient  donc  N  le  point  duquel  on  se  propose  de 
mener  des  normales  à  l'ellipse ,  ND  l'une  de  ces  normales , 
i^iJÛ^i)  les  coordonnées  de  son  pied  D,  et  (jc:,,y,)^  {^2-,yi)> 
(0:3,  y^)  les  coordonnées  des  pieds  A ,  B ,  C  des  trois  autres 
normales. 

Des  équations  (A)  et  (B)  (t.  VI,  p.  367),  on  déduit  évidem- 
ment : 

^.-f-^^+^^-f-^i  —  — 5-,  et  x,-{'X,-\-x,-\-x^= — j—  ; 
d'où,  en  ajoutant  :      j:^  =  — ^(a  — 2/>J, 
et  par  suite  p,=  ~  ^,x, ; 

onaurade  même        q^  =  ~-]-  -—y^ . 

Une  construction  très-simple  permettra  donc  de  détermi- 
ner le  centre  O^  de  la  circonférence  de  cercle  passant  par  les 
pieds  A,  B,  C  des  normales,  et  le  centre  étant  connu,  la 
circonférence  de  cercle  sera  facile  à  décrire ,  puisqu'elle  doit 
passer  par  le  point  D',  diamétralement  opposé  au  point  D. 

il  existe  quatre  circonférences  de  cercle  passant  par  trois 
des  pieds  des  quatre  normales  NA,  NB,  NC,  ND,  issues  du 
même  point  N.  Si  l'on  distingue  par  (/?.,  ^,),  (/?„  q^),  (/?„  q^), 
et  (/?,,,  q^)  les  coordonnées  des  centres,  on  a  les  résultats 
suivants  : 

m.  i>  qui  vient  d'être  dit  pour  l'ellipse  s'applique  éyale- 
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ment  à  l'hyperbole;  il  n'y  a  plus  qu'à  changer  b^  en  — 6\ 
Mais  dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  les  résultats  se 
simpliflent  beaucoup  5  ainsi  l'on  a  : 

a  S 

on  a  aussi  les  expressions  très-simples  : 

Si ,  considérant  actuellement  l'équation 

(t.  VI,  p.  368),  on  y  change  W  en  — a"  pour  passer  de  l'el- 
lipse au  cas  de  l'hyperbole  équilatère ,  on  parviendra ,  en 
faisant  attention  que  J\.,"^^j),^-[-q"  —  a"  —  r^^  à  ce  résultat 
remarquable  : 

4     ■ 

Donc  dans  une  hyperbole  équilatère  les  circonférences  de  cercle 
passant  par  trois  des  pieds  des  quatre  normales  issues  d'un 
même  point,  ont  toutes  quatre  même  rayon. 

La  grandeur  de  ce  rayon  est  indépendante  de  la  grandeur 
de  l'axe  de  l'hyperbole  ;  elle  ne  dépend  que  de  la  distance  du 
point  duquel  sont  menées  les  normales  au  centre  de  la 
courbe. 

Cas  particuliers,,  [Fig.  44.)  Si  le»point  N  est  situé  en  JN'  sur 
l'axe  transverse ,  la  construction  des  normales  est  très-facile 

et  plus  simple  ;  on  prend  OP  =-  =  — ,  et  l'on  élève  une  per- 
pendiculaire au  point  P  ;  si  elle  rencontre  la  courbe  en  A 
et  Q,  les  droites  ]\'A ,  N'Q  seront  deux  normales  :  construc- 
tion identique ,  si  le  point  N  est  situé  sur  l'axe  non  Iransverse. 
On  peut  remarquer  ce  théorème. 
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Dans  une  hyperbole  équilatère,  les  portions  d'une  même 
normale  comprises  entre  les  axes  sont  égales.  Ainsi: 
AN'  =  AN". 

Si  le  point  N  est  situé  sur  la  courbe  mdmc ,  en  A  par  exem- 
ple, on  mène  le  diamètre  AOA'  ;  du  point  R  au  milieu  de  a  A, 
comme  centre,  et  avec  OR  pour  rayon,  on  décrit  une  cir- 
conférence qui  rencontre  la  courbe  en  un  second  point  S , 
différent  du  point  A'  ;  la  droite  AS  est  une  normale. 

Il  existe  une  relation  assez  simple  entre  les  distances  du 
centre  de  l'hyperbole  équilatère  aux  centres  des  quatre  cer- 
cles et  au  point  N.  On  a  en  effet  : 


on  a  aussi 


et  enfin  : 


O  A"  +  OB^  -1-  OG  +  OD''  =  ÔN^ , 


On  a  ce  théorème  toujours  dans  le  cas  do  l'hyperbole  équi- 
latère. 

Les  pieds  des  quatre  normales  issues  d'un  même  point  sont 
tels  que  la  droite  joignant  deux  quelcotiques  d'entre  eux  est 
perpendiculaire  à  la  droite  joignant  les  deux  autres.  Ainsi, 
par  exemple,  AD  est  perpendiculaire  à  BC  ;  démonstration 
facile  fondée  sur  le  théorème  150  de  Joachimstal  (t.  YI, 
p.  241). 

L'expression  fijj-\-}i'p'-]-n"p"-\-n"'p"'=2ia--\-b')  (t.  VII, 
p.  117)  a  également  lieu,  mais  die  se  réduit  à  zéro,  c'est- 
à-dire  que  dans  1  hyperbole  équilatère  on  a  : 
np  +  ii'p'-]-  n"p"-i-n"'p"'=0 
à  cause  de 

Enfin  «7,  f/,  q\  r/"  ox!  limant  les  distances  du  centre  de 


—  251  — 

l'hyperbole  cquilatère  aux  normales ,  il  csl  facile  de  dé- 
montrer la  relation  : 

•    nq-L.n'q'J^tl"q"-\'n"'q^"=0. 

Cette  relation  est  dans  le  cas  de  l'ellipse  : 

2«P^Ï^  =  '^^  +  '^'?'+  '^"?"+  '^"'?"'- 

Note.  V  Les  pieds  des  normales  menées  par  un  point  à  une 
conique  sont  sur  une  hyperbole  équilatèrc;  donc  lorsque 
cette  conique  est  aussi  une  hyperbole  équilatère,  les  deux 
courbes  passant  par  les  quatre  mêmes  points,  l'un  de  ces 
points  est  le  point  de  rencontre  du  triangle  formé  par  les  trois 
autres  (t.  II,  p.  43). 

2°  Le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  et  les  trois  cercles 
qui  passent  par  le  point  de  rencontre  et  deux  des  sommets 
sont  égaux  (t.  Il,  p.  544). 

3°  Le  cercle  des  neuf  points  passant  par  les  deux  centres 
des  deux  hyperboles  équilatères,  on  a  onze  points  sur  la 
même  circonférence.  (Mention.) 


THÉORÈME  SUR  L'HYPERBOLE  ÉQUILATÈRE. 

Si  une  droite  touche  aux  points  P,  R  respectivement,  deux 
hyperboles  équilatères  qui  ont  le  même  centre  0  et  qui  se 
coupent  en  Q ,  les  trois  distances  OP,  OQ,  OR  formeront  une 
proportion  continue.  (Strebor.) 

FAR  M.  MENTION. 


Je  prends  le  rayon  central  OQ  commun  pour  axe  des  x ,  une 
perpendiculaireàce  rayon  mené  par  le  centre  pour  axedesj. 
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Si  d  est  la  longueur  de  ce  rayon  central ,  les  équations 
des  deux  hyperboles  sont  : 

y-'  -\-  Bxy  —  x'  +  ^'  =  0 ,  jr'4-  'B'xy—x''-\-  d'  =  0. 

Il  faut  faire  voir  que  ûJ'=OP.OR. 
Soit  y-\-rjc-\-s  =  0  l'équation  de  la  tangente,  et  x',  y, 
x'',  y  les  coordonnées  des  points  P  et  R ,  on  a  : 

y=..J  Z  \.  (t. II,  p.  108), 


2{r'—Br—i)  '  "^        2(r^—  Br—  1) 

d'où  OP  =— ^^ — ' — --^ — — -. 

la  condition  de  tangence  donne  : 

s\B'-j-i)=l^dXr'—'Br—i)  (1)   • 

(t.  II ,  p.  108,) 

aelà        ÔP^=i^^   et   ÔR^  =  ^4g^^ 
5'(B4-4)  s  (B -|-4) 

or  B  et  B'  sont  racines  de  la  même  équation  (1). 
La  théorie  des  fonctions  symétriques  donne  : 

{B'-\-i){B''-\-i)=  -^{r'-j-iy  ;  OP'.OR^=^*  et  OP.OR=^\ 

Observation.  Ce  calcul  est  une  vériflcation  utile  et  provi- 
soire. 


NOTE 

sur  l'hyperbole  équilatère  circonscrite  à  un  triangle  et  sur  la 
parabole  inscrite  à  un  triangle , 

FAR  M.  MENTION. 


Théorème  I.  Le  point  d(!  rencontre  des  hauteurs  d'un 
triangle  inscrit  dans  une  hyperbole  équilatère  est  situé  sur 
la  courbe.  Ce  théorème  résulte  du  suivant  ; 


—  253  — 

«  Le  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  inscrit  dans  une 
»  hyperbole  équilatère  passe  par  le  centre  de  l'hyperbole 
»  (voir  Nouvelles  Annales ,  t.  II ,  p.  43)  ;  et  inversement ,  si 
»  ce  cercle  passe  par  le  centre  do  l'hyperbole ,  que  deux  des 
»  sommets  du  triangle  soient  situés  sur  la  courbe,  le  troisième 
»  y  sera  aussi.  » 

Théorème  IL  Le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un 
triangle  circonscrit  à  une  parabole  est  situé  sur  la  directrice 
de  cette  courbe.  Si  l'un  des  côtés  du  triangle  est  la  tangente 
au  sommet,  la  proposition  se  démontre  aisément;  elle  sert 
de  lemme  pour  la  proposition  générale. 

Les  côtés  du  triangle  forment  en  effet ,  avec  la  tangente  au 
sommet ,  un  quadrilatère  auquel  on  applique  le  théorème 
suivant  : 

«  Quatre  droites  situées  dans  un  môme  plan  forment  quatre 
»  triangles,  dans  chacun  de  ces  triangles  existe  un  point  de 
»  rencontre  des  hauteurs  ;  les  quatre  points  de  rencontre  sont 
»  sur  une  même  droite.  » 

Il  n'y  a  donc  qu'à  démontrer  le  théorème  lorsque  l'un  des 
côtés  du  triangle  circonscrit  est  la  tangente  au  sommet  {fig.  45). 
Évidemment  le  point  de  rencontre  se  trouve  sur  une 
perpendiculaire  à  la  directrice.  Soient  MAB  le  triangle 
circonscrit,  et  I  le  point  où  la  hauteur  perpendiculaire  à 
la  directrice  rencontre  cette  dernière  ;  prouvons  que  AI  est 
perpendiculaire  à  MB  ou  parallèle  à  FB  ;  F  est  le  foyer  de 
la  parabole.  A',  B'  étant  les  points  où  FA,  FB  rencontrent  la 
directrice,  MA —MB' =  MF  ;  ainsi  I  est  le  milieu  de  A'B'; 
dès  lors  AI ,  joignant  les  milieux  A  et  I  de  deux  côtés  FA', 
A'B'  d'un  triangle,  est  parallèle  au  troisième  côté  FBB'.... 

c.  q.  f.  d. 

Note.  Démonstrations  analytiques  : 

Théorème  I.  Toutes  les  hyperboles  équilatères  circon- 
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scriles  à  un  triangle  se  coupent  au  point  de  rencontre  des 
hauteurs  du  Iriangie. 

Démonstration.  Soit  ABC  le  triangle ,  prenons  le  sommet 
A  pour  origine,  la  direction  AB  pour  axe  des  -|-  -3^ ,  les  coor- 
données rectangulaires,  et  faisons  AB=E;  deux  hyperboles 
équilatères  passant  par  les  points  A  et  B ,  auront  pour  équa- 
tions : 

y+Bxy  —  x'+  J)j'  +  Ex=0:  y-+  B'xy  —  x^+  B'y+Ex  =  0  ; 

donc  les  deux  autres  points  d'intersection  sont  situés  sur  la 
droite  x[B  —  B')+D  — D'=0,  c'est-à-dire  sur  une  droite 
perpendiculaire  à  AB  ;  mais  C  est  un  point  d'intersection , 
donc  le  second  point-  est  sur  la  hauteur  du  triangle  passant 
par  C  ;  de  même  sur  la  hauteur  passant  par  A,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Théorème  IL  Les  directrices  de  toutes  les  paraboles  inscrites 
à  un  triangle  passent  par  le  point  de  rencontre  des  hauteurs 
de  ce  triangle. 

Démonstration.  Soit  ABC  le  triangle,  prenons  A  pour 
origine ,  AB  pour  axe  des  +  -^  >  ^G  pour  axe  des  -j-JK,  l'é- 
quation de  la  parabole  peut  être  mise  sous  la  forme  : 

pY—  'ipqxy  -^q^x'  —  Ipy—^qx-^X^Ç);  (  1  ) 

l'équation  de  la  directrice  est  : 

y{q-\-p  cos  7)  4-  x{p-\-q  cos  7)  +  cos  7  =  0.         (2) 
(t.  II,  p.  433.) 

Soit  dy -^  ex -\-f  =  ^  l'équation  de  la  droite  BG,  la  con- 
dition de  tangcnce  donne  : 

dfq^efp-de  =  ^,  (3) 

éliminant  q  entre  (2)  cl  (3),  on  a  : 

^[j'{<f  COS7— e)+a-(c?— ec0S7)] -f  ^[cf +ej:C0S  V+/COS7]  =0  ; 

or,  cette  droite  passe  constamment  par  le  point  d'intersection 
des  deux  droites  : 

j(t/c0S7 — e)-f-  x[(i — ecui57;=:0,  cj-f-ejrcoS7-j-ycoS7  =  0. 
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La  première  est  l'équntion  de  la  hauteur  du  triangle  passant 
par  l'origine  A ,  et  la  seconde  est  l'équation  de  la  hauteur 
passant  par  B  ;  donc,  etc.  Tm. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  186  (t.  VII,  p.  240), 

FAR  M.  I.UCIEN  GILLISS  , 

Élève  du  lycée  Monge.  (*) 


En  chassant  les  dénominateurs ,  on  trouve  : 

(x— «,)  [x—aj...  {x — aJB — A/(x— ^J  {x — a^)...  {x — aj  — 

—  A^\x—a,)  (0.-^3) . . .  (x—aj— 

—  A^\x—a,)  {x—a^) . . .  {x—a„_,)  =0. 

Si  Ji  est  impair,  en  faisant  successivement  : 
x=a,,  a,,  «3,  a^...  a„, -foo, 
on  trouve  71  variations  ;  donc  il  y  a  n  racines  réelles. 
Et  si  n  est  pair,  en  faisant  successivement  : 

0?  =  — 00,  rt,,  a„  ^3...  a„, 

nous  trouvons  aussi  ?i  variations  5  donc  dans  tous  les  cas,  il  y 
a  ?i  racines  réelles.  Les  racines  sont  rangées  par  ordre  de 
grandeur. 

Note.  Le  même  élève  et  M.  Mention  ont  envoyé  chacun 
une  bonne  solution  de  la  question  184.  Nous  les  donnerons 
réunies  prochainement. 


(*)  Pourquoi,  dans  les  nouveaux  noms  donnés  aux  collèges  de  Paris,  a-t-on 
omis  celui  de  Carnol?  Comme  géomclre,  il  occupe  un  rang  distingué;  comme 
républicain,  il  est  unique,  n'ayant  jamais  encensé  les  autels  de  Baal.  Bailly, 
Lavoisier,  Condorcct  n'ont-iis  pas  autant  de  valeur  morale  et  scientilique  que 
Cliarlemagne  et  Napoléon?  Si  l'on  a  conservé  ceux-ci  comme  cliefs  de  nation, 
pourquoi  avoir  ôlé  Louis-le-Grand  ,  qui  a  donné  son  nom  au  siècle  le  plus 
célèbre  de  France,  par  ses  conquêtes  littéraires  et  par  ses  conquêtes  territo- 
riales persistantes ,  productives ,  les  seules  qui  soient  sensément  glorieuse». 
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NOTE 


sur  l'action  statique  de  la  force  dans  le  parallélogramme 
articulé  de  TVatt  (voy.  p.  68)  (*). 


PAR  M.  BABINET. 


D'après  le  principe  des  vitesses  virtuelles ,  si ,  dans  un 


(•)  M.  Babincl  ayant  eu  l'obligeance  de  nous  communiquer  la  démonslralion 
de  la  formule  à  laquelle  il  est  fait  allusion  à  la  page  G8  de  ce  volume,  nous 
nous  faisons  un  plaisir  d'en  faire  part  à  nos  lecteurs. 
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système  quelconque  en  équilibre,  on  produit  un  des  mouve- 
ments que  comporte  la  liaison  de  tous  les  points  du  système, 
de  manière  que  les  déplacements  des  points  d'application  des 
forces  soient  très-petits  ,  on  aura  : 

Vp  +  V'p'-]-VY+  etc.  =  0 , 

P,  P',  P",  etc.  étant  les  forces,  et  /?,  /?',  p'\  etc.  les  projec- 
tions des  petits  espaces  parcourus  par  les  points  d'application 
de  ces  forces  sur  leurs  directions  respectives  ;  p,  p\  p\  etc. 
étant  pris  positivement  quand  la  projection  tombe  dans  le 
sens  même  suivant  lequel  la  force  agit ,  et  négativement  dans 
le  cas  contraire. 

Par  exemple,  dans  la  position  rectangle  du  parallélogramme 
de  Watt ,  soit  P  la  force  ascensionnelle  du  piston ,  Q  une 
force  dirigée  de  haut  en  bas  et  agissant  sur  un  arc  de  cercle 
ou  poulie  DE  aune  distance  CD=/'  du  point  C,  et  mesurant 
ainsi  l'action  P  du  piston  qu'elle  équilibre.  Le  piston  agit  à 
une  distance  CA  :i=  R  du  point  fixe  C.  Si  je  donne  un  mouve- 
ment angulaire  dt^  infiniment  petit  au  bras  de  levier  AC ,  le 
point  A  parcourra  l'espace  R<iœ  de  A  vers  B'  dans  le  sens  de 
la  force  P  ,•  le  point  D  parcourra  un  espace  rd^^  dans  le  sens 
contraire  à  la  force  Q  ;  et  l'on  aura  : 

PRc/w  —  Qrc^w  =  0  ; 

d'où  PR  =  Qo 

ou  bien  S  =  -  ; 

P        r 

c'est  l'équation  ordinaire  d'équilibre  du  levier. 

Pour  le  cas  où  le  point  d'application  de  la  force  ascension- 
nelle P  du  piston  est  en  B',  il  faut  calculer  la  hauteur 
AB' =  7i  en  fonction  de  l'angle  A'CA=:o),  et  ensuite  diffé- 
rencier l'expression  de  h  \  c'est  ce  qui  est  très-simple. 

AnN.  DE  MATHJÉU.  vu.  .  1' 
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En  effet ,  en  supposant  recliligne  et  verticale  la  çOurse  BAB' 
de  l'articulaiion  sur  laquelle  agit  la  force  P,  on  a  : 

AB'  =  A'M— A'N, 

A'M  =  Rsino>,   A'i\=  V/a'B"  -  B'iN^; 

mais         B'N  =  A]M  =  AC  — MC  =  R  — Rcosù), 

et  A'B'  =  AB  =  S; 

donc 

A'N  =  l/s'— R'(l  — cosw)'  =  r\   /  _  _  (1  _  cOSw)'; 

z-^. 

ainsi  /i  =  Rsinw — ■'^X/    fp — (1 — cosw)\ 

Soit  maintenant  Q'  la  force  qui,  appliquée  au  bras  de  levier  r, 
ferait  équilibre  à  la  force  P  du  piston  agissant  dans  la  nou- 
velle forme  du  système  ;  on  aura  rt/w  pour  le  déplacement 
du  point  d'application  de  la  force  Q',  et  dh  pour  celui  de  la 
force  P  ;  d'où  : 

P^/i--QWco  =  0. 

Mais  ,  d'après  l'expression  de  A  ,  on  a  par  la  différentiation  : 

J7      T>          7     I   T>    (1  —  cosw)sinwû?w 
ah  =  R  cos  oidoi  -{-  R— '  ; 


T»T>  j    I  T^ri       (1  —  cosw)sinw 

PR  cos  coe^o)  +  PR d^  —  Q'rrfco = 0  ; 


d  ou       —  =  — 
Pi       r 


[(1 — coso))sinw     n 
Y/|_(,_e„s„).J 
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Mais  dans  la  position  rectangulaire  du  parallélogramme,  on 
avait  : 

P"  r' 

(1— cos&))sino)  Q' 

le  coemcient  cosw-j ■  =  —  exprimera 


V 


—  —  (l-COSo))' 

donc  le  rapport  de  l'action  statique  Q'  du  piston  dans  une 
position  quelconque,  à  l'action  Q  qu'il  exerce  quand  le 
parallélogramme  est  rectangle. 

Quant  à  l'action  dynamique,  elle  dépend,  non-seulement 
de  l'intensité  de  la  force  modiflée  par  le  système  où  elle  est 
engagée,  et  du  chemin  que  parcourt  son  point  d'application  , 
mais  encore  du  temps  employé  à  produire  le  déplacement  de 
ce  point. 

Note.  Pour  faire  une  application  de  la  formule  qui  pré- 
cède ,  il  faut  commencer  par  la  rendre  calculable  au  moyen 
des  logarithmes.  A  cet  effet,  remplaçons  1— cosw  par 

.     1 

2  sm  '-0J ,  et  posons  : 


cos9  =  2— sm  -c 
^        S        2 


il  en  résultera 


ou 


Q'  ces  o  sin  w       sin  o  cos  '•)  -j-  sin  w  cos  ^ 

—  =  cos  w  4 ; =  : ; . 

Q  smcp  SHi<p 

Q'       sin(9-j-^^) 


Q  sin  f 

Cela  posé,  soit  il=  2,5i5,  S  =0,762,  oj  =  17"  35' 30". 
(Nous  empruntons  ces  données  à  IM.  de  Prony  :  Rapport  sur 
les  machines  à  vapeur  du  Gros-Caillou  j  Paris,  1826) 

On  tire  de  là,  d'abord  ç=8l°  7' 16",  d'où  o-f-w=98''42'46", 

et  par  suite  1=1,0005.  (A.  J.  H.  Vincent.) 
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SOLUTION  GEOMETRIQUE  DE  LA  QUESTION  151 
ivoiri.  VI,  p.  3881. 

FAR  m.  MANNHSIM  , 

Élève  du  Ijcée  Charlemagne  (classe  de  M.  Catalan  ). 


Supposons  m\  m'\  m'"  sor  une  ellipse  ;  menons  par  les 
points  m',  m"  des  langentes  à  cette  courbe  que  nous  suppo- 
sons se  couper  en  T  ;  joignons  le  point  m"  au  point  m'",  et 
par  le  point  T  menons  une  sécante  parallèle  à  la  corde 
fn"m"'.  Cela  fait,  si  l'on  joint  le  point  m"  au  premier  point 
m',  la  ligne  de  jonction  m" W  passe  au  milieu  de  la  corde 
interceptée  sur  la  sécante  partant  du  point  T  et  parallèle  à 
m'W". 

Fig.  46.  Soient  m\  m",  m'"  les  trois  points  sur  l'ellipse. 
Du  point  m' je  mène  ni'C  parallèle  à  m'hu'".  Je  joins  m',  m"; 
Cm"  ces  deux  droites  vont  se  couper  en  un  certain  point  M. 
Si  de  ce  point  on  mène  MN  parallèle  à  m"ni"' ,  cette  droite 
sera  la  polaire  du  point  de  rencontre  I  de  m'ni"'  avec  Cm"  ; 
la  droite  TI  est  la  polaire  du  point  M,  mais  comme  la  po- 
laire du  point  M  doit  être  parallèle  à  w"m"',  TI  est  parallèle 
à  m''m"'.  Si  l'on  joint  le  centre  O  de  la  courbe  au  pôle  I  de 
la  droite  MN,  cette  droite  est  le  diamètre  conjugué  des 
cordes  parallèles  à  MN  ;  donc  le  point  I  est  milieu  de  AB; 
d'où  l'on  voit  que  si  l'on  a  trois  points  /«',  ni'\  m'"  sur  une 
ellipse,  etc. 
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BIBLIOGRAPHIE, 


Cours  d'arithmétique  a  l'usage  des  élèves,  etc.,  par 
M.  Guilmin.  (Fin,  voir  p.  109.) 

Le  chapitre  TI  (p.  132-184)  traite  de  l'extraction  des 
racines  carrées  et  cubiques.  Le  point  si  épineux  des  approxi- 
mations est  développé  avec  soin  et  expliqué  avec  clarté, 
d'après  les  principes  contenus  en  divers  articles  dont  l'excel- 
lent professeur  a  bien  voulu  enrichir  les  Nouvelles  Annales 
(t.  I,  p.  249,  487,  et  t.  IV,  p.  205)  ;  la  règle  pour  l'extrac- 
tion de  la  racine  carrée  contient  quarante-sept  lignes.  Les 
énoncés  fondamentaux  devant  être  confiés  à  la  mémoire ,  on 
ne  saurait  les  rendre  trop  courts.  Descartes,  dans  une  lettre 
à  Mersenne,  se  plaint  de  ne  pouvoir  retenir  la  règle  pour 
l'extraction  de  la  racine  cubique  ;  chaque  fois  qu'il  en  a  besoin, 
il  est  obligé  de  l'inventer,  et  il  prie  Mersenne  de  lui  épargner 
cette  fatigue ,  en  ne  l'entretenant  plus  de  questions  d'arith- 
métique. 

Chapitre  VII  (p.  185-208).  Des  rapports  et  proportions. 
Nous  engageons  nos  lecteurs  à  consulter  l'exposition  philo- 
sophique qu'a  faite  M.  Gergonne  de  la  théorie  de  la  règle  de 
trois  {Annales,  t.  VII,  p.  117,  1816);  lo  savant  géomètre 
établit  parfaitement  l'inutilité  scientifique  de  la  théorie  des 
proportions.  Toutefois,  fournissant  bon  nombre  de  pages, 
elle  est  utile  aux  auteurs. 

Chapitre  VIII  (p.  208-236).  Théorie  des  logarithmes.  Cor- 
respondance de  deux  progressions,  selon  l'idée  népérienne; 
nouvelle  preuve  que  la  méthode  d'invention  est  rarement 
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la  plus  simple.  Certes ,  l'exposition  exponentielle  d'Eulcr  est 
plus  facile,  plus  satisfaisante,  et  même  plus  exacte,  car  elle 
rend  raison  des  valeurs  multiples  des  logarithmes ,  de  l'ima- 
ginarité  des  logarithmes  des  nombres  négalifs  ;  ce  qu'il  serait 
très-pénible  de  déduire  de  la  méthode  des  deux  progressions 
conjuguées.  Mais  celle-ci,  on  doit  en  convenir,  a  le  même 
avantage  que  nous  avons  indiqué  ci-dessus  pour  les  propor- 
tions. 

Deuxième  partie,  applications  (p.  239-352). 

Sous  le  titre  de  problèmes  et  questions  d'examen,  l'auteur 
donne  le  système  métrique  et  diverses  applications  des  quatre 
règles ,  de  la  règle  de  trois ,  de  l'intérêt  simple  et  composé , 
de  la  règle  de  société,  d'alliage  et  de  change,  ce  qui  met 
les  élèves  intelligents  en  état  de  répondre  à  toutes  les  ques- 
tions d'arithmétique  commerciale  qu'on  fait  dans  les  exa- 
mens. Il  serait  à  désirer  que  les  données  fussent  toujours 
pratiques  et  puisées  dans  la  statistique  du  pays.  Le  Lilavati 
donne  des  règles  de  trois ,  de  cinq ,  de  sept  et  de  neuf.  Comme 
dans  ces  sortes  de  questions  il  s'agit ,  au  moyen  d'un  certain 
nombre  de  rapports  donnés ,  de  trouver  le  second  terme  d'un 
rapport  dont  on  connaît  le  premier  terme ,  le  nombre  de 
données  est  donc  essentiellement  impair.  L'exemple  pour  la 
règle  de  sept  est  celui-ci  :  Si  8  écharpes  de  soie,  mesurant 
3  coudées  de  largeur  et  8  de  longueur,  coûtent  iOO  nishas, 

i  1 

combien  coûtera  1  écharpe  de  3  -  coudées  de  long  sur  -  de 

large  (scct.  VI ,  §  82). 

Chapitre  IX.  appendice.  Ce  nom  convient-il  au  chapitre 
d'un  ouvrage?  Des  différents  systèmes  de  numération.  On 
trouve  ici  les  théories  des  fractions  périodiques  dans  une 
base  quelconque. 

Chapitre  X.  Appendice.  Preuves  par  9  et  11 ,  oubliées  dans 
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l'ouvrage  ;  divisibilité  par  7  ;  limite  du  plus  petit  nombre  de 
divisions  dans  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  et  sur  le  plus  petit 
multiple  commun ,  application  des  progressions  à  divers 
problèmes.  Enfin  l'ouvrage  est  terminé  par  les  méthodes 
abrégées  de  l'auteur  sur  les  approximations  numériques  et 
par  la  division  ordonnée  de  Fourier. 

Cet  ouvrage  annonce  partout  un  professeur  connaissant 
tous  les  détours  des  examens  ;  aussi  il  sera  recherché  des  can- 
didats aux  diverses  écoles.  Le  style ,  reproduisant  les  expli- 
cations données  au  tableau ,  est  parfois  trop  verbeux  ;  c'est 
un  défaut  dont  les  élèves  ne  se  plaindront  pas. 

Le  succès  que  l'arithmétique  de  M.  Guilmin  a  obtenu  dans 
un  grand  nombre  de  lycées  et  d'institutions  spéciales  a  été 
sanctionné  par  le  suffrage  universitaire.  Elle  a  été  autorisée , 
le  28  avril  1848,  par  le  conseil  de  l'instruction  publique 
pour  l'enseignement  des  lycées. 


THÉORÈMES  GENERAUX 

concernant  les  équations  d'un  degré  quelconque  entre  un  nom- 
bre quelconque  d'équations ,  d'après  31.  Plucker,  professeur 
à  Bonn  (Crelle,  t.  XVI,  p.  47,  1837),  en  français. 


I.  Lemme.  Une  équation  algébrique  complète  a  deux  va- 
fiables ,  de  degré  n  à  — '    ^ 1  =  N  coefficients. 

II.  Théorème  I.  Si  l'on  donne  à  deux  quantités  variables 

successivement  N  — 1  couples  de  valeurs,  et  si  Ton  suppose 

que  ces  valeurs  satisfont  à  une  équation  quelconque    de 

(n—i){Ji—2) 
degré  n  entre  les  deux  variables ,  il  y  aura , 
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nouveaux  couples  de  valeurs  qui  satisfont  à  la  même  équa- 
tion et  qui  dépendent  uniquement  des  couples  précédents. 

Démonstration.  Soit  F„  =  0  l'équalion  générale  de  degré  n 
entre  deux  inconnues  et  à  laquelle  satisfont  N — 1  couples 
de  valeurs  ;  toutes  les  équations  de  degré  n ,  auxquelles  ces 
mêmes  couples  de  valeurs  satisfont,  peuvent  être  représentées 
par  F„-{-u/„  =  0  ,  où  fA  est  un  coefficient  arbitraire  et  /„  une 
autre  fonction  quelconque  de  degré  ji  ;  il  est  évident  que  les 
N — 1  couples  de  valeurs  satisferont  aussi  à  réqualion^„=0; 
or  les  deux  équations  F„  =  0,  y„=0  admettent  n'  couples 
de  valeurs  communes  et  pas  davantage ,  et 

n=:N— IH 5 

donc  l'équation  F„=0  est  satisfaite  par —  nou- 
veaux couples  de  valeurs. 

IIL  Théorème  IL  Si  l'on  connaît  N —  1  couples  des  ra- 
cines de  deux  équations  du  «^'"^  degré  entre  deux  inconnues, 

[n \)[n 2) 

on  obtiendra  les ~  couples  de  racines  restantes 

1.2  ^ 

sans  avoir  recours  à  ces  équations. 

Démonstration.  Eliminant  une  des  inconnues,  on  obtient 

une  équation  de  degré  tî"   de  la   seconde  inconnue  ;   on 

[n Wji 2) 

connaît  N  —  1  racines:  les  autres racines  dé- 

1.2 

pendent  donc  d'une  équation  de  ce  degré. 

IV.  Théorème  IIL  Si  m  des  coefficients  de  l'équation  d'un 
degré  n  quelconque  entre  deux  variables  sont  donnés ,  ou 
bien  encore  s'il  existe  m  équations  linéaires  entre  ces  coeffi- 
cients, il  suffira  de  connaître  N — 1  — m  couples  de  valeurs 
de  deux  variables  qui  satisfont  à  1  "équation  du  nème  degré 

...   .      («— 1)(«-2)  ,  • 

pour  en  déduire  ^ ; \-m  nouveaux  couples. 


Démonstration.  N  —  1  —  m 
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{n-\){n-^) 


V.  Théorème  IV.  Si  l'on  connaît    \nq — ~ —^ 1 

couples  de  racines  de  deux  équations  du  n^^^  et  du  q^"^^  degré 
entre  deux  inconnues,  n  étant  plus  grand  que  ^  et  ^  plus 

[a — \\(q 2)' 

grand  que  2 ,  on  en  déduira  - — —^ couples  des  racines 

restantes  sans  recourir  aux  équations  proposées,  en  fonction 
des  racines  connues  et  par  la  résolution  de  deux  équations 

du  degré  «i^fcS. 

Démonstration.  Parmi  les  N — 1  couples  de  valeurs  qui  sa- 
tisfont à  l'équation  F„=0,  choisissons  à  volonté  : 

2 

couples  qui  déterminent  complètement  une  équation  de 
degré/»,  représentée /p  =  0  ;  supposons  7i—p~{-q^  les 
couples  sont  au  nombre  de 

Supposons  que  ces  couples  restants  satisfassent  à  une  équation 
de  degré  y  ou  à  yg  =  0;  or  les  équations  F«,  =  0^  T(g)=^ 
ont  en  commun  7iq  couples  de  racines  ;  donc,  etc. 

VI.  Lemme.  L'équation  générale  du  degré  n  entre  trois 

inconnues  contient   ~---^-\--^'^---'^^  —  1=N  constantes. 

VII.  Théorème  V.  Si  l'on  donne  à  trois  quantités  variables 
successivement  N  —  1  groupes  de  valeurs  quelconques ,  et  si 
l'on  suppose  que  ces  variables  satisfont  à  une  équation  géné- 
rale du  /lème  dogré  entre  les  trois  variables,  il  y  aura  une  in- 
finité de  tels  groupes,  dépendant  uniquement  des  groupes 
donnés,  qui  satisferont  tous  à  cette  même  équation. 
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Démonstration.  Car  ces  N  —  1  groupes  déterminent  tous 
les  coclïicienis  en  fonction  d'un  seul ,  qui  reste  indéterminé. 

VIII.  Théorème  Vî.  Si  l'on  donne  à  trois  quantités  varia- 
bles successivement  N — 2  groupes  de  valeurs,  et  si  l'on 
suppose  que  ces  groupes  satisfont  à  une  équation  quelconque 
du  n^'"«  degré  entre  les  trois  variables,  il  y  aura  toujours 
n' — N-|-2  nouveaux  groupes  de  valeurs  et  dépendant  uni- 
quement des  groupes  donnés ,  qui  satisferont  à  cette  même 
équation. 

IX.  Théorème  VII.  Si  l'on  connaît  N  —  1  groupes  de  va- 
leurs qui  satisfont  en  même  temps  à  deux  équations  du  /i»"»* 
(Jegrç  entre  trois  inconnues ,  l'on  obtiendra  une  infinité  de 
tels  groupes  sans  avoir  recours  aux  deux  équations  proposées. 

X.  Théorème  FUI.  Si  l'on  connaît  (N — 2)  groupes  de  ra- 
cines de  trois  éijuations  données  du  n«»'^  degré  entre  trois 
inconnues,  l'on  en  déduira  les  («^ — N-1-2}  groupes  de  racines 
restantes  sans  avoir  recours  aux  équations  données. 

XI.  Théorème  IX.  Si  parmi  les  coefficients  de  l'équation 
générale  du  n^^^  degré  entre  les  trois  variables ,  il  y  en  a  m 
de  donnés ,  ou  bien  encore  si  m  équations  linéaires  de  condi- 
tion ont  lieu  entre  ces  coefficients ,  il  en  résultera  : 

1*  Que  N— m — 1  groupes  donnés  des  trois  variables  qui 
vériBent  l'équation  générale  en  comportent  un  nombre  infini; 

2°  Que  N  —  rn  —  2  groupes  donnés  en  comportent 
n' — N-|-/«-}-2  groupes  nouveaux. 

XII.  Théorème  X.  Si  l'on  connaît 

(«+l)(/i+2)(«+3)       [n-q-^\)[n-q-\-2)[n—q-\.Z)       ^ 


1.2.3  1.2.3 

groupes  de  trois  valeurs  qui  satisfont  en  mémo  temps  à  deux 
équations  entre  trois  variables,  dont  l'une  s'élève  au  degré /i 
et  l'autre  au  degré  </,  l'on  en  déduira  uueinfinilc  de  pareils 
groupes  sans  avoir  ncour.s  à  ces  équations. 
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XIII.  Théorème  XL  Si  l'on  connaît 

(«+1)(«+^>)(«+3) 


1.2.3 

(/î— g'+l)(rt— ^+2)(«+7+3)     (/î_s+1)(/i-5+2)(7Z— 5+3) 


■1 


1.2.3  1.2.3 

groupes  des  racines  de  trois  équations  entre  trois  inconnues  et 
dont  les  degrés  s'élèvent  respectivement  à  7z,  ^  et  5,  l'on  en 
déduira  tous  les  autres  groupes  sans  avoir  recours  aux  trois 
équations  proposées. 

Observations.  Les  deux  derniers  théorèmes  se  démontrent 
comme  on  a  fait  pour  le  théorème  IV. 

XI  y.  Lemme.  Le  nombre  des  coelTicients  d'une  équation 
de  degré  n  entre  g  variables  est  : 

,  n.n — 1  £^.!^  —  \    ,  n.n — \.n — 2  p-.^ — l.p- — 2  , 

S  =rt"'H .'— • P-^ h  etc. 

"       °~     1.2         1.2       '  1.2.3  1.2.3        ~ 

XV.  Si  parmi  les  coefficients  de  l'équation  générale  du 
jième  degré  entre  g  variables  il  y  en  a  m  de  donnés,  il  en  ré- 
sultera : 

X"  Que  si  S„ — m — [g — h)  groupes  donnés  de^  variables, 
qui  vérifient  l'équation  générale  ,  on  comportent  un  nombre 
inflni  de  pareils  groupes ,  de  sorte  que  dans  tous  ces  groupes 
l'on  peut  prendre  à  volonté  les  valeurs  de  (Ji—\)  des  g  va- 
riables ,  où  h  est  un  nombre  arbitraire  >>  1  et  <<^; 

2°  Que  S„  —  m — {g — 1)  groupes  donnés  en  comportent 
n^ — s-\-in-\-g  —  1  groupes  nouveaux. 

XVI.  Théorème  général.  Si  l'on  connaît 

Sjt S(n-p) S(w-fy). . .  (5"—  1) 

groupes  de  racines  de  g  équations  entre  g  inconnues ,  et 
s' élevant  respectivement  aux  degrés  «,/?,  q...y  l'on  en  dé- 
duit tous  les  autres  sans  avoir  recours  à  ces  équations  qui 
restent  complètement  déterminées. 
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THÉORÈME  ARITHMOLOGIQUE  DE  M.  STEINER, 
démontré  par  M.  Jacobi  (Crelle,  t.  XIV,  p.  64 ,  1835). 


théorème,  p  est  un  nombre  premier;  ^,,  a^....a^  sottt  n 
nombres  non  divisibles  par  p  et  laissant  ji  résidus  différents  ,• 
la  somme  des  combinaisons  avec  répétition  de  la  classe 
p  —  r  de  ces  «  éléments  est  divisible  par  p  lorsque  r  >»  1  et 
<  7i  —  1 . 

Démonstration.  Soit  {a, —  a^  {a, — a3)....(a, —  aj  =  A,, 
(a,—  a,)  {a—  a,).... {a,—  «„)  =  A. , 


Ainsi  A, ,  A, ....  A^  ne  sont  pas  divisibles  par  p. 
Si  l'on  pose 

1  P    .     F         P'^ 

n— I      1      „n— i     I      •  • •  •  > 


(jc — rtj  (j: — ûj.,..(,>r — rtj      x"       x"  '        ce" 

on  sait  que  P(*")  est  la  somme  des  combinaisons  avec  répéti- 
tion de  la  classe  m  des  fi  éléments,  a,,  a,....  a^. 
On  a  aussi  l'expression  connue 

n+m-,  ^  n+m-,  ^  n+m-t 


PC»»)  =  '^• 


A.        '        A,       '  A„     ' 

et  lorsque  A:  =  0  ou  -<  «  —  1 ,  on  a  t 

A.         A,  A3    ^  A, 

t  5  3  a 

Faisons  n+m— 1=:/i+':{y;—1),  ou  m=/£-Lp(/?—1)—(«  —  1), 
ou  m<^Q(p  —  1)  ;  alors,  d'après  le  théorème  de  Fermât, 

n+m-,  n+m-i  n+m-, 
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divisés  par  /?,  laissent  les  mêmes  résidus  que 

donc  le  produit  A,A, ....  A„PW  laisse  le  même  résidu  que 

Or  ce  produit  est  nul  ;  donc  PW  est  divisible  par  p.  Posons 
p  =  1 ,  et  faisant  k  successivement  égal  à  0, 1 , 2,  3 ....  /i  —  2  , 
OQ  a  le  théorème  énoncé  ;  en  prenant  pour  p  un  nombre 
entier  positif  quelconque,  on  a  un  énoncé  plus  général. 


RECUEIL  DE  FORMULES 

relatives  aux  fonctions  circulaires  et  logarithmiques.  Suite 
{voir  t.  V,  p.  413). 


Trigonométrie  sphérique. 

11  1  1 

83.  Sin-ûcos-6sinC  =  sin-ccos(P— A);P=-(A+B+C); 

fournit  cinq  autres  (*). 

11  1 

84.  Cos-acos-isinC  =  cos-ccos(P— C)fournitdeuxautres. 

11  1 

85.  Sin-asin-^sinC=cos-csinP  id. 

86.  Sin-(d5+6)sin-C  =  siniccos-(A— B). 

2  2  2         2 

1  111 

87.  Sin-(<2 — ^)cos-  C = sin  -  c sin -  (A— B). 

2  '2  2         2 


(*)  Les  formules  83,  84,  85  sont  dues  à  M.  Schmeisser,  professeur  à  Franc- 
fort-sur-roder(Crelle,  t.  X,  p.  146),  elles  formules  86,  87,  88,  89, à Delarabre 
(  Connaissance  des  temps  de  1809 ,  p.  45,  publiée  en  1807  ). 


88. 
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1  1  1         1  * 

Cos-(^— ^)cos-C=cos-csin-(A-j-B)'. 


1  1  1        i 

89.  Cos-(ût+^)sin-C=cos;ccos-(A-f-B). 

90.  4sinasin6sinc  =  sin2^-|- sin2&4-sin2c,  lorsque 

a  -}-  ^;  +  c  =r  2'. 

1111 

91.  zh-T.=cosx — cos3:c+-cos5jr — cos7:c4-etc.  (Le 

4  3  '  5  7 

signe  +  ou  —  selon  que  cos  jc  est  positif  ou  négatif. 

92.  Cosj:=± 

4/1        cos2x      cos4x       cos6>r       cosSjr 
~r\û2~'      ÏTi  3^5"  ~^     5.7  7.9     "'   "" 

«    -r,    ,  ,  8/cos^  .  cosSr     cos5:c»,  cos7jc 

93.  Cos'j:  =  d=- 


7:V1.1.3  '    1.3.5        3.5.7    '    5.7.9 

94.  Cos^ar=:±: 
,12/      1  2cos2x   ,  2cos4x      2cos6.r 


^3.1.1.3   '  1.1.3.5   '   1.3.5.7      3.5.7.9  ' 

Observation.  Ces  quatre  formules  ont  été  données  par 
M.  Kummcr ,  dans  un  mémoire  extrêmement  remarquable 
sur  la  manière  de  développer  d'une  infinité  de  manières  en 
série  les  puissances  de  sinjc  et  cosj:  (Crelîe,  t.  XIV,  p- 121, 
1835);  mais  Fourier  a  déjà  donné  les  formules  91  et  93 
dans  la  Théorie  de  la  chaleur  (p.  175  ,  1822). 

95.  Sin(w  —  se)  sin(^  —  z)  -f-  sinCw  —j)  sin{z  —  a:)  -j- 
-j-  sin  {w  —  s)  sin  (a:  —j-)  =  0. 

Observation.  En  ôtant  partout  le  mot  sinus ,  on  obtient 
une  identité  entre  les  six  différences  de  quatre  quantités. 

M.  Jacobi  a  trouvé  la  magnifique  identité  suivante  pour 
les  fonctions  elliptiques  .- 

s\nam{w—x)  sin  am  {y—z)-{-s\na/n{'w—y)sma/n{z — jr)-f- 
-\-s'\nani{i'—z)smain{x—j')  -\-  k^s\nam{w — a:)smam{^ — z) 
»mam{w — •^)sinam(r, — ar)sinam(p — z)  s\nam(j: — y)  =  ô; 
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on  sait  que  am  signifie  l'amplitude  ou  l'angle  <p  dans  Tinté- 

SI  ^ 
—       "^  où  k  est  le  module  (Crelle,  t.  XV, 

Kl— A'sin> 

p.  200,  1835). 

96.  Sinx  sinj)'--}- sinz sin(3-{-a7-}-j)=  sin(z-}-x)  sin(z+7) . 
sin  am  [x)  sin  am  [y]  +  sin  am  (r)  sin  am  (z  -j-  a:  •\-y)  — 

—  %va.am  {z  -f-  x)  sin  am  {z  -\-y)  ^^ 
^k''smam[x)ûxiam{y)s\nam{z)^\\ïam{z+x)  i>\Tiam{z+y)  siwam{-\-x+y}. 

97,  Tangx  tangjr  +  tangz  tangjK(z  +  x  -{-y)  — 

—  tang  {z  4-  x)  tang  (z  +  j)  = 
=  tang  jrtangj  tangz  tang  (z+jc)  tang(z-h7)tang(2-Hx-t-^). 


SUR  L'EXTRACTION 

d*une  racine  du  hinôme  \/a±\/&,  d'après  M.  J.  Plana  , 
à  Turin  (Crelle,  t.  XYII,  p.  331,  1837)^  en  français. 


I,  Soient  A'=^,  B^=b;  A'  et  B'  sont  deux  nombres  ra- 
tionnels entiers ,  et  A^  >  B'  ;  il  s'agit  d'extraire  la  racine  de 

degré  w  du  binôme  A  +  B;  j'écris  l/'AdzB  =  — =^  et  on 

regarde  j9  comme  un  nombre  entier,  ainsi  que  les  carrés  x' 
eiy\  Ceci  admis,  on  a  nécessairement  les  deux  équations: 

2V//7  2\/p 

d'où 


or'— y=4|/(A^-B^)/7 ;  xVr'=2[|/'(A+B)>+  K(A— B)>]. 
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Suit 

A^-B^  =  :>".3'".5"".7'""..., 
et  preuoDS  : 

y-  on— o"  nti—ai  frn— a;'  mn—avi 

fJ   —  >-         •»>  .U  .1  •'•1 

OQ  aura  : 

(A'-B>  =  (2.3.5. 7.. .)"  =  /•"; 

par  là  les  nombres  entiers/?  et  r  sont  connus.  Posons 


-  =  l/{A-fB)>+  |/(A-lii>,  (1) 

on  déduit  : 


j:=K2+2r;  ^=|/z-2r  et  KA±B=^^ ^— ; 

2V^^ 

il  faut  donc  pour  que  cette  extraction  soit  possible  que  z  soit 
un  nombre  entier. 

Faisons  -. 

^=(A-+B>^,     Y/^^-P=2MB; 

ou  bien  : 

a  =  2/?(A'  4-  B')  ;     p  =  /?^(A'—  B')'  =  r"*  ; 
alors 


»=\/i+v/^p+\7i-\/^p- 

Cette  forme  nous  apprend  que  z  est  racine  d'une  équation  de 
Moivre  de  degré  «,  et  on  aura  pour  déterminer  a  l'équation 

'       1.2  1.2.3 

Si  n  est  impair,  le  second  membre  est  divisible  par  z ,  et 
r  doit  être  un  facteur  du  nombre  entier  a;  pour  le  trouver 
rapidement,  on  calcule  avec  une  table  de  logarithmes  les 
deux  parties  de  la  valeur  dcz  de  l'équation  (1),  en  ayant  soin 
de  faire  ce  calcul  avec  plusieurs  chiffres  décimaux  ;  ensuite 
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on  voit  si  l'addition  de  ces  deux  nombres  donne  un  nombre 
entier  avec  une  grande  approximation ,  et  l'équation  (2)  ser- 
vira à  vérifier  ce  nombre.  Ce  procédé  sert  aussi  à  indiquer 
l'impossibilité  de  l'extraction  de  la  racine  demandée,  en 
donnant  une  fraction  fort  éloignée  de  l'unité  pour  la  somme 
des  deux  parties  décimales. 

Si  n  est  pair,  le  second  membre  de  l'équation  (2)  est  divi- 
sible par  s-  ;  en  sorte  que,  en  admettant  qu'elle  eût  des  ra- 
cines commensurables ,  on  en  pourrait  tirer  une  valeur 
entière  pour  s°  ;  mais  alors  la  racine  de  ce  nombre ,  s'il  n'est 
pas  un  carré  parfait,  ne  serait  pas  un  nombre  entier;  ce 
qui  empêcherait  d'avoir  pour  x"  oiy'  des  nombres  entiers. 

Exemples  ; 

II.  Newton  a,  le  premier,  traité  cette  question  et  donné 
une  règle  {Arithmétique  universelle ,  l  II.  p.  116-121,  de  la 
traduction  de  Beaudeux,  1802). 

Euler  a  élevé  des  objections  contre  cette  règle  dans  son 
mémoire  intitulé  :  De  extractione  radicum  ex  quantitatibus 
irrationalibus  (Comm,  Petrop.,  XIII,  1751).  Le  but  du  tra- 
vail du  célèbre  professeur  de  Turin  est  de  montrer  que  les 
objections  sont  fondées  et  à  quoi  elles  tiennent. 


PENSÉES  DE  D'ALEMBEKT 

sur  divers  sujets  de  mathématiques. 

I.  Sections  coniques.  La  théorie  des  sections  coniques  doit 
être  précédée  d'un  traité  qui  contiendra  les  principes  géné- 
raux de  l'application  de  l'algèbre  aux  lignes  courbes.  Ces 

Ann.  de  MiVtuém.  Ml.  1° 
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principes  généraux  consisteront  :  1°  à  expliquer  comment  on 
représente,  par  une  équation,  le  rapport  des  abscisses  aux 
ordonnées  -,  2°  comment  la  résolution  de  celle  équation  fait 
connaître  le  cours  de  la  courbe ,  ses  différentes  branches  et  ses 
asymptotes  ;  3°  à  donner  la  manière  de  trouver  par  le  calcul 
différentiel  les  tangentes ,  les  points  de  maximum  et  de  mini- 
mum ;  4°  à  enseigner  comment  on  trouve  l'aire  des  courbes 
par  le  calcul  intégral  j  par  conséquent  ce  traité  contiendra 
les  régies  du  calcul  différentiel  et  intégral ,  au  moins  celles 
qui  peuvent  être  utiles  pour  abréger  un  traité  des  sections 
coniques.  Quelques  géomètres  se  récrieront  peut-être  ici  sur 
l'emploi  que  nous  voulons  faire  de  ces  calculs  dans  une 
matière  où  l'on  peut  s'en  passer,  mais  nous  les  renvoyons  à 
ce  que  nous  avons  dit  sur  ce  sujet  au  mot  Ellipse.  Nous 
y  avons  fait  voir  par  des  exemples  combien  ces  calculs  sont 
commodes  pour  abréger  les  démonstrations  et  les  solutions , 
et  pour  réduire  à  quelques  lignes  ce  qui  autrement  occupe- 
rait des  volumes.  Nous  avons  donné  d'ailleurs  au  mot  Diffé- 
rentiel la  métaphysique  très- simple  et  très-lumineuse  des 
nouveaux  calculs ,  et  quand  on  aura  bien  expliqué  cette 
métaphysique ,  ainsi  que  celle  de  l'inOni  géométrique  (voy. 
Infini),  on  pourra  se  servir  à' infiniment  petit  et  d'infini  pour 
abréger  les  expressions  et  les  démonstrations  (*). 

II.  Ellipse....  Pour  démontrer  que  les  parallélogrammes 
formés  autour  des  deux  diamètres  conjugués  sont  égaux, 
imaginez  un  diamètre  inflniment  proche  d'un  des  conjugués  , 
et  ensuite  imaginez  le  conjugue  à  ce  diamètre  inflniment 
proche  ;  achevez  les  deux  parallélogrammes,  ou  plutôt  le  quart 
de  ces  parallélogrammes,  vous  verrez  à  l'instant,  et  pour 
ainsi  dire  à  l'œil ,  par  le  parallélisme  des  tangentes  aux  dia- 
mètres conjugués,  que  ces  deux  parallélogrammes  inflniment 
proches  sont  égaux  ;  leur  différence ,  s'il  y  en  avait ,  ne  pou- 

(*)  Géouétrie,  Encyclopédie ,  t.  VU,  p.  638, 1757. 
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vant  ôire  qu'infiniment  petite  du  second  ordre  par  rapport  à 
eux.  Donc ,  etc.  . 

Pour  démontrer  maintenant  que  la  somme  des  carrés  des 
diamètres  conjugués  est  constante,  conservez  la  même  figure, 
appelez  a  un  des  demi-diamètres,  h  son  conjugué,  a-\-da  le 
demi-diamètre  infiniment  proche  de  a,  h — db  le  demi-dia- 
mètre conjugué;  il  faut  donc  prouver  que 

a^-\^h'  =  a^  ^^ada-^V  —  ^hdb  ou  ada=^bdb; 

or,  traçant  du  centre  de  l'ellipse  et  des  rayons  «,  b  deux 
petits  arcs  de  cercle  x,  s  ,  on  verra  d'abord  évidemment  qua 
les  deux  quarts  d'ellipse  renfermés  entre  les  demi-diamètres 
conjugués  sont  égaux,  et  qu'ainsi  ax:=bz;  or  x  est  à  da  et 
z  est  à  db^  comme  le  sinus  de  l'angle  des  diamètres  est  au 
cosinus  du  même  angle.  Donc  x  \  da  v.  z '.  db  ;  donc,  puisque 
ax  =  bz^on  aura  ada  =  bdb. 

On  objectera  peut-être  que  ces  deux  démonstrations  sont 
tirées  de  la  considération  des  quantités  infiniment  petites, 
c'est-à-dire  d'une  géométrie  transcendante  supérieure  à  celle 
des  sections  coniques.  Je  réponds  que  les  principes  de  celte 
géométrie  sont  simples  et  clairs,  et  qu'ils  doivent  être  pré- 
férés dès  qu'ils  fournissent  le  moyen  de  démontrer  plus  aisé- 
ment. En  effet,  pourquoi  ne  mettrait-on  pas  à  la  tête  d'un 
traité  des  sections  coniques  des  principes  de  calcul  différentiel^ 
lorsque  ces  principes  simplifieront  et  abrégeront  les  démons- 
trations? J'ose  dire  que  l'opinion  contraire  ne  serait  qu'un 
préjugé  mal  fondé  ;  il  y  a  cent  raisons  pour  la  détruire ,  et  pas 
une  pour  la  soutenir.  Les  pTincîpes  de  la  géométrie  infinité- 
simale étant  applicables  à  tout,  on  ne  saurait  les  donner  trop 
tôt,  el  il  est  bien  aisé  de  les  expliquer  nettement. 

La  manière  dont  nous  venons  de  démontrer  l'égalité  des 
parallélogrammes  circonscrits  à  l'ellipse,  a  donné  occasion  à 
M.  Eulerde  chercher  les  courbes  qui  peuvent  avoir  une  pro- 
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priété  semblable.  Mémoire  de  Berlin,  1745., (Article  Ellipse, 
Encyclopédie,  Y,  1755.)  , 

Note.  Parlant  d'un  certain  problème  d'hydrodynamique  , 
Euler  dit  :  Puisque  ce  problème  a  résisté  à  d'AIembert,  la 
solution  doit  dépasser  les  bornes  de  l'esprit  humain.  Nous 
voyons  que  cet  homme  hors  rang .  illustre  ami  de  Voltaire , 
et,  à  l'instar  de  ce  puissant  génie ,  défenseur  intrépide  de  la 
raison  et  du  bon  sons ,  nous  voyons  qu  il  conseillait  il  y  a  près 
d'un  siècle  1  introduction  du  calcul  infinitésimal  dans  l'ensei- 
gnement élémentaire  ;  et  toutefois ,  en  1848 ,  ce  calcul,  non- 
seulement  n'est  pas  admis,  mais  est  encore  superstitieusement 
repoussé,  à  toi  point  que  beaucoup  de  professeurs  ignorent  ce 
calcul ,  que  le  grand  nombre  l'oublie,  et  qu'une  classe  entière 
desavants,  les  médecins  et  chirurgiens,  n'en  entendent  jamais 
parler  et  restent  ainsi  complètement  étrangers  aux  lois  dyna- 
miques ,  qui  occupent  une  place  si  importante  dans  le  jeu 

des  fonctions  vitales.  L'Université,  devenue  républicaine, 
modifiora-t-elle  son  système  d'éducation  nationale,  si  dé- 
fectueux dans  la  partie  scientifique,  si  stérile  (*)  dans  la 
partie  littéraire?  Je  l'espère  peu.  La  commission  formée 
pour  réformer  les  hautes  études  l'entreprendrait ,  qu'elle  n'y 
réussirait  pas;  en  France,  il  est  plus  facile  de  changer  dix 
formes  gouvernementales  qu'une  seule  forme  pédagogique. 
Des  préjugés  mensuellement  émargés  sont  inexpugnables. 


(•)  Lps  lanpues  mortes  s'apprennent  en  lisant  conlinuollement  les  bons  au- 
teurs d'un  bout  à  l'autre,  et  en  écrivant  peu  :  c'est  le  contraire  dans  nos  col- 
lèges. Les  élèves  écrivaillent  sans  cesse,  lisent  peu,  et  toujours  frapmentaire- 
menl.  Deux  années  d'application  suffisent  pour  savoir  l'allemand,  idiome  trés- 
diffifile,  et  nous  mettons  dix  années  à  ne  pas  apprendre  le  latin,  langue 
coniparalivement  trés-Tacile.  C'est  (|ue  la  division  en  classes  de  7',  6',  S», etc., 
excellente  pour  donner  de  l'emploi  à  un  nond)reux  personnel,  sert  aussi  à  dé- 
pensnr  le  temps  de  la  manière  la  plus  stérile  du  monde.  Rendons  pràces  à  la 
Providence  de  ce  (|u'elle  s'est  cliarséc  d'apprendre  à  parler  à  nos  enfants.  L'U- 
niversité se  serait  emparée  sans  conteste  de  celte  besopne  ,  et  y  aurait  infailli- 
hlemont  applicpié  son  système  de  riasses.  J'ai  la  conviction  que  nos  enfants 
seraient  parvenus  à  l'dpe  de  dix  ans  sans  savoir  parler 
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DISCUSSION 


d'une  conique  donnée  par  une  équation  enveloppe  ou  aux 
ordonnées  linéaires  de  Plûcker  {v.  p.  10),  et  applications 
des  problèmes  sur  les  enveloppes  des  cordes  de  coniques. 


I.  Théorème.  Soit  pj^-\-qj:=:  i  (i)  l'équatioii  d'une  droite, 
et  ap'-\-  bpq  -j-  cq'-\-  dp  -\-  eq  +y=  0  ('2)  la  relation  entre 
p  et  q  ^  cette  relation  est  l'équation  enveloppe  d'une  conique. 

Démonstration.  Posons  l'équation  hexanome  ordinaire 
d'une  conique ,  7  étant  l'angle  des  axes  ;  pour  que  la  droite 
(1)  soit  tangente  à  cette  conique  ,  et  considérant  que  p  et  q 
sont  les  valeurs  réciproques  des  coordonnées  à  l'origine ,  on 
doit  avoir  la  relation 

l'p'—2npq-\-lq'  —  2k'p  —  2hq-{-m  =  0   (3)   (t.  II,  p.  108). 

Or  on  peut  identifier  les  deux  équations  (2)  et  (3) ,  ce  qui 
donne  .- 

l  _c      l'  __a     2k' _       d     2k  _       e     2n _b 
m     J       m  j       m  j      m     j 

c.  q.  f.  d. 

II.  Problème.  Étant  donnée  l'équation  enveloppe  d'une 
conique ,  trouver  l'espèce. 

Solution.  Soit  (2)  l'équation  enveloppe  donnée  de  la  co- 
nique, on  a  les  relations  d'identité 

k'-^ml        ^        k'^—ml'        ^        _2(>^/^'_L„„i) 
A  ^ ;       C  = :       B  = ■ . 

4L     '  4L      '  4L 

Substituant ,  au  lieu  de  A,  k' ,  l,  /',  n  leurs  valeurs  déduites 
des  relations  (4),  il  vient  = 
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ïëTiC       ''^~       ÏGTL       '  ^f'L       ' 

d'où 

m* 
B'-  4 AC  =  ^^^  [[de  -  Mjy-  (e'  -  4c/)  (^^--  4«/)]  = 

4/n^/"  4mY 


64/4L''-  '  '-^  ^  '•"       64/"L'' 

Celte  expression  permet  de  déterminer  l'espèce  de  la 
conique. 

l»  Si  f=  0  ,  c'est  une  parabole. 

2°  Si  L,  =  0  et  l)" —  4<2c  pas  négatif ,  alors  l'équation  (2) 
est  décomposable  en  facteurs  rationnels  ,  et  chacun  de  ces 
fadeurs  a  pour  enveloppe  un  point  (t\  t.  I,  p.  491)  j  si 
L.  =  0  et  y — 4ûC'<0,  l'équaliou  ne  représente  rien.  Si 
d  =ie  =y=  ^' —  ^ac  =  0  ,  alors  l'équation  se  réduit  à  un 
fadeur  carré  ,  et  l'équation  représente  un  point  double. 

3"  Si/L,  est  positif,  la  conique  est  une  hyperbole,  et  si 
/L,  est  négatif,  c'est  une  ellipse. 

Observation.  Nous  avons  désigné  la  fonction  par  L, ,  parce 
que  sa  formation  est  analogue  à  celle  de  la  fonction  L  dans 
l'équation  hexanome  ordinaire. 

III.  Si  l'on  désigne  par  .r  et^  les  coordonnées  du  centre, 

e  —  d 

ona:  x  =  — — ;    r=-^; 

ainsi  dp  -\-  eq  -\-  ?/=  0  est  l'équation  enveloppe  du  centre. 

IV.  Problème.  Un  triangle  a  deux  sommets  fixes  sur  une 
conique  donnée  ;  le  troisième  sommet  décrit  une  seconde 
courbe  donnée  dans  le  plan  de  la  conique  ;  celle-ci  est  coupée 
par  les  côlcs  mobiles  du  triangle  en  deux  points.  Trouver 
l'équation  enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points. 

Solution.  Désignons  par  2rla  longueur  du  côté  du  triangle 
inscrit  dans  la  conique  ;  prenons  ce  côté  pour  axe  des  a-,  et 
son  milieu  pour  «irigine,  et  une  droite  de  direction  quel- 
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conque  pour  axe  dcsjr  ;  soit  F(X,  Y)  =0  l'équation  de  la 
courbe  donnée  sur  laquelle  se  meut  le  sommet  mobile.  Un 
calcul  facile  donne  pour  le  système  des  deux  côtés  mobiles 
du  triangle ,  l'équation  suivante  : 

y  (X^—  r')  —  2XY:rK  +  Y'x'-f  2rTj-  — rT  =  0  ,     (1) 
qui  se  vérifie  d'ailleurs  en  faisant  d'abord  x  =:;  X  et^  =  Y, 
et  ensuite  en  faisant  y  =  0,  x  =  ±  r,  la  conique  qui  passe 
par  les  sommets  Oxes  a  nécessairement  une  équation  de  cette 
forme  : 

Ay--\-  Bxjr  +  x'J^  Dr  -  r^=  0  ;  (2) 

A,  B,  D  sont  trois  constantes. 

Retranchant  l'équation  (1)  de  l'équation  (2)  multipliée  par 
y  et  ôtant  du  reste  le  facteur  commun ,  il  vient  : 

le  facteur  ôlé  y  correspond  à  l'équation  y  ^=  0 ,  équation 
du  côté  fixe ,  corde  commune  au  triangle  et  à  la  conique  ;  et 
l'équation  (3)  correspond  à  la  seconde  corde  commune  et 
variable  ;  donnons  à  cette  dernière  équation  la  forme  pj  -\- 
-\-  qx=\^  on  obtient  : 

Y(B4-D^)  +  2X  — 25^^=0,  (4) 

r(A.  +  Dp)  —  X'—  2/;r'Y  +  r'  =  0.  (5) 

Éliminant  X  et  Y  entre  ces  deux  équations  et  l'équation 
F(X,  Y)  =  0,  on  obtient  une  relation  entre  /?  et  ^r ,  qui  est 
l'équation  enveloppe  cherchée. 

V.  Problème.  Mêmes  données  qu'au  problème  précédent. 
Trouver  la  courbe  telle  que  l'enveloppe  de  la  corde  mobile 
soit  une  conique. 

Solution.  On  a  : 

_  AY^—  X^  d=  r'  _  BY'  -f  2XY 

^■^    Y(2r'— DY)    '     ^~Y(2r'— DY)' 
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Pour  que  l'enveloppe  soit  celle  d'une  conique,  on  doit  avoir  : 

^/+  ¥l  +  ^'Z'-f  "^P  +  eqtf=  0  ; 

mettant  à  la  place  do  p  et  de  q  leurs  valeurs  respectives,  on 
parvient  à  une  équation  du  4^  degré  en  X  et  Y,  à  laquelle  il 
ne  manque  que  des  fermes  en  X^  et  en  X  pour  être  complète. 
Or  elle  ne  renferme  que  cinq  indéterminées  ;  elle  ne  saurait 
donc  représenter  une  courbe  quelconque  de  son  espèce. 

VI.  Théorème.  Mêmes  données.  Si  la  ligne  donnée  est  une 
droite ,  l'enveloppe  de  la  corde  mobile  est  une  conique. 

Démonstration.  Eliminant  Y  entre  les  équations  (4)  et  (5) , 
il  vient,  réductions  faites  : 

X^[4(A+Dy.)-(B+D^y]+  ^ 

L'axe  des  j'  ayant  une  direction  quelconque,  on  peut  suppo- 
ser que  celte  direction  est  parallèle  à  celle  de  la  droite  don- 
née ;  alors  X  est  une  quantité  consîaute ,  et  l'équation  étant 
du  second  degré  en  p  et  q  est  l'équation  enveloppe  d'une 
conique.  G.  q.  f.  d. 

Observation.  Éliminant  X  entre  les  deux  équations  (4)  et 
(5) ,  il  vient  cette  équation  en  Y  : 

q'  [2r'—  DY]  '+  ipY  [:>/-'—  DY]  —  2BY<7  [2r'— DY]  -f- 
-I-  Y^  [B'—  4A]  —  2r  =  0. 
La  droite  donnée  devenant  parallèle  à  l'axe  des  x  ;  alors  Y  est 
constant ,  et  cette  équation  devient  encore  une  équation  enve- 
loppe d'une  conique ,  dont  l'espèce  est  indiquée  par  le  signe 
du  terme  tout  connu.  Or  l'on  a  : 

a  =  b  =  0    et    c  =  (2r  — DY)' (Probl.  II); 

si  2r' —  DY  =  0 ,  alors  la  droite  donnée  est  la  polaire  de  l'ori- 
gine ,  et  l'équation  (3)  indique  que  la  corde  mobile  passe  con- 
slammenl  par  l'origine  ;  ce  qui  est  évident  à  priori. 
Ali.  Théorème.  Mêmes  données.  Si  la  ligne  donnée  est  une 
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seconde  conique  ayant  avec  la  première  la  corde  fixe  en  com- 
mun, l'enveloppe  de  la  corde  mobile  est  une  troisième  conique, 
ayant  avec  la  seconde  conique  deux  points  de  contact  aux 
extrémités  de  la  corde  fixe. 

Démonstration.  Deux  coniques  ont  toujours  six  cordes  en 
commun,  analytiques  ou  réelles  ;  il  y  en  a  toujours  au  moins 
deux  dont  les  directions  sont  rédles  ;  or,  ici ,  les  deux  coni- 
ques ayant  une  corde  fixe  réelle  en  commun ,  il  en  existe 
encore  une  seconde  ;  la  première  étant  prise  pour  axe  des  x, 
donnons  à  l'axe  desjr  même  direction  que  la  seconde  corde; 
l'équation  de  la  première  conique  étant  comme  dessus, 

A^=+  lîxr  +  x'+  Dr  -r^+o, 

celle  de  la  seconde  conique  est  : 

AY=+B'XY-f-X=+D'Y  — r'  =  0.  (7) 

Ainsi  la  seconde  corde  a  pour  équation  x(B— B')+D — D'=0  ; 
les  équations  (4)  et  (5)  deviennent  : 

Y  (B  +  D^) -f- 2X  =  2^/-% 

Dj^Y— B'X  =  D'-f-2/?r^ 
d'où 

2(By^+2r>  +  D0  —  DD'<7  —  2Br>  —  BD' 

~  B'D^  +  2D^  +  BB'  '  ~      B'D<7  +  2D/;  +  BB'     ' 

Mettant  ces  valeurs  dans  réqualioii  (7) ,  on  obtient  une  rela- 
tion du  second  degré  entre/?  et  q  ;  donc  la  corde  mobile  en- 
veloppe une  conique. 

Observation.  Cette  démonstration  n'est  pas  applicable  à 
deux  coniques  semblables  ayant  une  corde  en  commun,  parce 
que  la  seconde  corde  est  située  à  l'infini.  Toutefois  les  projec- 
tions centrales  de  ces  courbes  semblables  ne  sont  plus  sem- 
blables. Le  théorème  subsiste  donc  pour  les  projections;  il 
subsiste  donc  aussi  évidemment  pour  les  courbes  projetées. 

VIII.  Théorème.  Soient  deux  coniques  0  et  0'  ayant  deux 
poiuts  de  contact  en  A  et  A'  ;  si  l'on  mène  à  la  conique  inté- 
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rieure  O  une  tangente  rencontrant  la  conique  0'  en  deux 
points  B  et  B',  le  lieu  géométrique  du  point  d'intersection 
des  droites  AB,  A'B'  est  une  troisième  conique  passant  par 
lespoinls  Act  A'. 

Démonstration.  C'est  l'inverse  du  théorème  VII. 

IX.  Soient  deux  coniques  O  et  0'  ayant  deux  tangentes 
communes  ;  menons  une  tangente  quelconque  à  la  conique  O, 
rencontrant  les  deux  tangentes  fixes  en  deux  points  A  et  A'; 
par  chacun  de  ces  points  on  mène  une  tangente  à  la  conique  O'; 
le  lieu  géométrique  de  l'intersection  de  ces  tangentes  est  une 
conique  touchée  par  les  deux  tangentes  fixes. 

Démonstration.   Par  la  théorie  des  polaires  réciproques. 

Tm. 


RAPPORT  SEGMENTAIRE  PROJECTIF  SPHÉRIQUE. 
[Foirt.  VI,  p.  86.) 

Théorème.  Soit  un  faisceau  de  grands  cercles  partant  du 
point  A  et  coupé  par  les  transversales  BCDE...  ctB'C'D'E'...; 
formons  sur  l'arc  BCDEF  un  rapport  segmentaire ,  qui  serait 
projeclif  si  les  segments  étaient  des  droites,  et  le  rapport 
analogue  sur  l'arc  B'...F'...;  si  à  chaque  segment  on  substitue 
le  cosinus  de  la  moitié  de  ce  segment  multiplié  par  le  sinus 
de  la  moitié  de  l'aire  du  triangle  dont  ce  segment  est  la  base, 
les  deux  rapports  sont  égaux. 

Démonstration.  Cette  égalité  est  fondée  sur  l'équation 

.   s       a 

sm-cos- 

2         2 

Sin  A  =  — ^ .    (p.  17) 

.    0        c 

sin-  cos- 

2        2 

s  eH  l'aire  du  triangle  bphérique  ABC! 
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THÉORÈME  SUR  LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ, 
d'après  M.  F.  Heinen  (Crelle,  t.  XVIII,   p.  176,   1838). 


I.  Lemme.  Soient  A  et  B  deux  points  matériels,  a  eib  leurs 
poids,  et  G  leur  centre  de  gravité ,  P  un  troisième  point ,  et 
soient  menées  les  droites  PA ,  PC ,  PB  ,  on  a 

a.vF  +  b.VB'  =  (^  +  b)W  +  -^.  ABI 

a-\-b 

II.  Lemme.  Soient  A,,  A,...  A„;  ii  point  matériel;  «., 
a^...  a^  leurs  poids  respectifs;  S,  îe  centre  de  gravité  de 
A,,  A,,  et  5,1e  poids;  S3  le  centre  de  gravité  de  A3,  S,,  et  s^ 
le  poids  ,  etc.,  et  enfin  S„  le  centre  do  gravité  de  S„_,  et  A„, 
et  5„  le  poids  ;  de  sorte  que  s^^=^a^-\-a^  -|-...  ^„.  D'un  point 
quelconque  P,  menons  les  droites  PA,,  PA,...  PA„,  PS,, 
PS3...  PS„,  on  aura: 

«,PA.'-|-«,PA,'+...a„PA/=:^'ÂX'H- 

Ce  lemme  est  une  conséquence  du  précédent. 

III.  Théorème.  Blême  notation  que  le  lemme  précédent. 

Dans  quelque  ordre  qu'on  combine  les  poids  successive- 
ment pour  parvenir  au  centre  de  gravité  s^  du  système,  le 
second  membre  de  la  précédente  équation ,  moins  le  dernier 
terme,  est  une  quantité  constante. 

Démonstration.  Supposons  que  le  point  P  coïncide  avec  le 
point  S„,  alors  PS„  devient  nul  et  le  premier  membre  de 
l'équation  (1)  donne  la  quantité  constante 
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donc,  etc. 

Corollaire.  Faisant  a^  =  a^  =  a^...=a^=.i^  il  vient  : 

IV.  Théorème.  Soit  iJ'ap.[PApy=E;  lap.aq.ApAq^  =  Q; 
j)  eiq  ont  toutes  les  valeurs  prises  dans  la  suite  1 , 2,  3...  /i  ; 
Ap^q  est  la  droite  qui  réunit  A^  à  Ag  ;  on  a  • 

[VPSJ'  =  .„E-Q.  (2) 

Démonstration.  Plaçons  le  point  P  successivement  en  A, , 
A,,..  A„,  l'équation  donne  : 

a,A,A;+.  ..«„a.a;=aS„a;+^.s„a;+.  ..  ^AÂ„+.^„A.s„\ 

«,A,A/-1--  •'^„A,A/=«,S„A/-}-â;,S„A/ +,y^A,S„', 

^.A  A;+...«,  A  A    ;=aSA; .l^^A  s ': 

multipliant  la  première  équation  par  a^,  la  seconde  par 
a^ ,  etc. ,  il  vient ,  conformément  à  la  notation  : 

d'où  l'on  déduit  l'équation  (2). 

Observation.  Au  moyen  de  cette  formule ,  on  déduit  les  dis- 
tances du  centre  de  gravité  à  trois  points  du  système ,  en 
fonction  de  données  du  système.  Cette  formule  a  été  démon- 
trée analytiquement  par  Lagrange,  Théorie  des  fonctions  ^ 
p.  362,  et  Mécanique  analytique,  t.  I,  sect.  ni,  §  20  ;  et  par 
Laplace,  Mécanique  céleste ,  t.  II,  chap.  m,  §  15. 
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TABLEAU 


des  signes  des  lignes  trigonométriques  dans  les  quatre  qua- 
drants de  la  circonférence,  d'après  Henri  (Maurice) ,  in- 
génieur géographe. 


I"  QUAD. 

Il«  QUADRANT. 

m»    QUADRANT. 

IV'    QUADRANT. 

+  sina 

sm(l1-]-a)^=^  +  COSa 

sin(29-l-a)= — sina 

sin(39  +  a]=— cosa 

+cosécrt 

coséc(i94-«y=+seca 

coséc(294-a;= — coséca 

coséc(39 -{-«)= — séca 

+cosn 

cos(i9-|-rt)=: — sin« 

cos(2g+a)= — cosa 

cos(394-«)^+sina 

+  séco 

séc'i?-}-a)=    coséca 

séc(2?  +  a^= — séca 

séc(39  +  a):=  4-coséca 

+  tanga 

tang(i9  +  a)= — cota 

tang(29+«)=+tanga 

tang(3?  +  a)= — cota 

+COta 

cot(i«'4-a)= — tanga 

cot(29  -{-  a)=  -f  cota 

cot  (3q+a)r= — tanga 

MOMENTS  D'INERTIE 

d'un  arc  de  cercle  et  d'une  surface  sphérique  par  rapport  à  un 
point ,  d'après  M.  Lobatlo. 


1.  L'équation  d'un  cercle,  axes  rectangulaires,  est 
y4_:t-'+/?=  0,  où  p  est  une  fonction  linéaire  en  x,  jr. 

Soient  «  et  p  les  coordonnées  du  point  Gxe  par  rapport 
auquel  on  prend  les  moments  d'inertie,  et  r  étant  la  distance 
d'un  point  a:,^  de  la  circonférence  au  point  Gxe,  on  a 
z"  =  a7'4-j^+^,  où  q  est  une  fonction  linéaire  en  jr,r,  a,  S; 
et  z'  =  q—p;  posons  q—p=-.0,  c'est  l'équation  d'une 
droite.  Désignons  par  t  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
x,y  sur  cette  droite.  Or  q—p  =  mt,  m  est  une  constante. 
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Donc  z^  =  >7it,  et  Jz'ds  —  mjtds;  ds  est  l'arc  élémentaire. 
Désignant  la  longueur  métrique  de  l'arc  par  5 ,  et  la  distance 
de  son  centre  de  gravité  à  la  droite  par  T,  on  aura  : 

Jtds  =  sT;     donc      fz\ls=msT.         G.  q.  f.  t. 

2.  Le  mémo  genre  de  raisonnement  donne  le  moment 
d'inertie  d'une  surface  sphérique  ;  la  droite  est  remplacée 
par  un  plan. 

GRAND  CONCOURS  DE  18Î8.  {^oir  t.  VI,  p.  294.) 

QUESTIONS    PROPOSÉES, 


Mathématiques  spéciales. 

Soit,  dans  le  plan  d'une  ellipse  donnée,  une  droite  quel- 
conque TS  ;  par  le  centre  G  de  l'ellipse  on  mène  le  dia- 
mètre ACB  conjugué  à  la  direction  de  cette  droite,  et  qui  va 
la  couper  au  point  O;  on  prolonge  ensuite  la  ligne  OC  d'une 
longueur  OM ,  telle  que  le  rectangle  OC  x  CM  =  CA\ 

On  suppose  que  la  droite  TS  se  meuve  de  manière  à  être 
toujours  tangente  à  une  courbe  donnée,  et  l'on  demande 
quelle  sera  ia  courbe  décrite  par  le  point  M  ? 

Mathématiques  élémentaires. 

Soient  données  dans  le  plan  d'un  cercle  deux  droites  paral- 
lèles l  et  /'.  Par  un  point  M  pris  sur  l'une  ,  on  mène  deux 
tangentes  au  cercle  qui  déterminent  sur  l'autre  un  seg- 
ment AB  ;  on  joint  le  point  M  au  point  I ,  milieu  de  ce  seg- 
ment, et  l'on  demande  de  démontrer  que  toutes  les  droites, 
telles  que  MI ,  vont  concourir  en  un  même  point. 

Note.  Les  études  ont  souffert  de  fréquentes  interruptions, 
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c'est  probablement  ce  qui  a  dicté  le  choix  de  si  faciles  ques- 
tions. Mais  pourquoi  la  question  élémenlaire  est-elle  compa- 
rativement la  plus  difficile? 


BIÉMOIRE  DE  M.  JACOCI 
sur  V élimination.  (Suite  )  {Foir  p.  17.  ) 


X. 

Pour  les  diverses  valeurs  de  r,  il  existe  entre  les  fonctions 
multiplicalrices  Mr,  Nr  diverses  relations  que  nous  allons 
examiner. 

Considérons  d'abord  les  fonctions  multiplicalrices  Mr ,  N,- 

dans  lesquelles  r'^ji—2  ;  il  suit  des  équations  (20),  en  omet- 
tant les  termes  qui  se  détruisent  : 

—  {xM, —  Uru)  =  Ar{K^''+  K^x'^-'-h  ....+  b,x) - 
—  {\r+ib,  +  Ar+ib^  +....  +  Ar+nbJ. 

Mais  les  équations  (19)  donnent  : 

Arb^  +  Ar+ib^  +  Ar+2^,+  ..  ••  +  Ar+n^„  =  0. 

Donc 

~  [x^lr  —  Mr+i)  =  Ar(Z;„.r"-}-  6„,-ia7"-'+. ..b,x  +  b^)  =  Ar'f  J^ , 
on  trouve  de  la  même  manière  : 

J:Nr— Nr-i  =  Ar/(>r). 

Soit  maintenant  ^^'^  ;  si ,  dans  les  équations  (23) ,  à  la 

place  de  2/1  —  r  —  1 ,  on  met  successivement  r  et  r-j-  1 ,  il 
vient,  toute  réduction  faite  : 

—  (xMr  —  Mr+i)  =  Ar{bc  +  bx+  ■...  +  b^_X~')  — 
—  (Ar-i^„_,  +  Ar.ib^_,  +  Ar.nbo)ji:. 


288  — 
Or  les  équations  (19)  donnent  : 

\     Ar-A+Ar-n-ril!', +  Ar-n+2(!'.  +  '■•'  +  Ar^ib„_,  +  Arb„=  0  ; 

d'où ,  comme  ci-dessus , 

—  (xMr  —  Mr+i)  =  Arçp(j:)  ; 

et  de  même , 

Posons  enGn  r  =  n—i  dans  (20)  et  r  =  /i  dans  (23),  on 
trouve  : 

-(xM„_-MJ=i<,A„_.+ 

+^'(^»A„_,+&.A^,+6oA^3+^A-.+^3A„+....+^„A,^3), 
•^'(M„-.+.-..+^'oA„_4+^3A„_.+....+^'„A,„_,), 

^""■(^„_.A„_,+. . .  .+^oAo+^'„_.  A„_.+6„AJ, 

et  à  l'aide  des  équations  (9), 

-(xM,._.-MJ  =  A„_.^(^); 
et  de  la  même  manière , 

^N_-N„  =  A„_,/(^); 

d'où  il  résulte  que  r  désignant  un  des  nombres  0,  1,  2,  3.... 
2n  —  3 ,  on  a  : 

—  (xMr— Mr+i)=ArV^-;      :fNr— Nr+i=Ar/(j:).   (27) 

Des  équations  (27)  on  déduit  : 

—  (:c'"iMr— ^"-'M^^,)  =  A^jc'^Xj:), 

-(^"-MV+î-^-'-^Mr+s)  =  Ar+2x"'-»<p(:c), 


—  (orMr+m-i  —  Mr+m)  =  Ar+m-i'f  (•ï')- 

On  tire  de  (27)  des  équations  analogues  en  N. 
Effectuant  l'addition,  il  vient  : 


-(X^  Wr— Mr+m)= (ArJ:'"~'+AH-i^"*"'+. .  .+AH-m-i)î(j^) 
x'^Nr  -  Nr+m  =  (Ar^"-  +  Ah-i^"^'  +  ....+  Arf m-i 
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'4-.  .4-A.^-.-.'>«fjr1  ) 

(28) 


Soit,  par  exemple ,  r  =  0  ;  ni  =  2n—i,  on  aura  : 

(x'"-Mo— M,„_.)=(Aox"'-'+A.x'"-3+A,J:'"-*+....+A,„_,)<f(^)K29) 
j,"*-iVo__N,„_.=(Aoa:''^'+A.x'"-^+A,x"'-4+....+A,„_,)/(a:)) 

Ensuite ,  les  équations  (27)  donnent  : 

— (xMr  — Mr+i)  =  ArC?(x)  ;   —  (xMr+i  — Mr+2)=Ar+iî(j:)  5 

et  de  même  pour  Nr;  l'p.q  en  tire  -. 

Ar+i  J:Mr  —  ( Ar+1  +  Arx)  I\Ir+i  +  ArMr+2  =  0  ,      \ 
Ar+i^Nr  —  (Ar+i  +  ArX)Nr+i  +  ArNr+2  =  0.  .' 

Enfin,  comme  Mr/(x)+Nrî(:f)=Lx'";  M,/(x)+N,?(j:)  = 
=  Lx'^,  on  a  : 

MrN,-M,Nr=7Î^(^''N,— :r'Nr)=  -^{x'^ms—x'Mr)  i  (31) 
J[xy  o{x) 

d'où,  de  (27),  (28),  (29),  l'on  déduit  : 

Mr+iNs  —  MrN,+i  =  LAr^Tr  5  (32) 

Mr+mNr  —  MrNr+m  =  L(Arar'-+'"-'+  Ar+iX'+^'+..  ••  |  ,33^ 

....  +  Ar^m-i-î^  )  ;  / 

M.^.N-M„]N,„_,=  L(A,:c^'-'+A.J7»"-^+....+  A,„_,).  (34) 

XL 

Ayant  calculé  les  expressions  de  la  forme  arbs — a,^r ,  il  est 

facile  de  trouver  par  des  additions  successives  les  expressions 

,fi^  oa  les  coefficients  otr,s  ;  les  expressions  arbs  —  ^«^r,  ^  et  r 

étant  des  nombres  de  la  suile  0,  1 ,  2...  u,  sont  au  nombre 

n{n-\-i) 
de ■ — . 

2 

En  effet ,  on  tire  des  équations  (1)  : 

nir  -i  —  xmr  =  ar'f{Jc)  —  brf{,x)  ;  (35) 

faisant  r=  0  et  r  =  /t ,  et  rejetant  les  expressions  m_, ,  m„, 

il  vient  : 

—  xniQ  =  rto<p(x)  —  b{^aj{x)  -,  (36) 

A«ï.   DB  iVlATBÉU.   Vil.  1" 
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Posons  pour  abréi^er  [nTbt)  =  'trl^t  —  ^<^r  ,  et  soil  : 


soit  ensuite 

et  désignons  par  [jcpr]  le  produit  orpr,  les  deux  derniers 
termes  étant  omis  ,  on  aura ,  d'après  (1)  : 

Pn-3  =  k'^„-J+««-3 


Po  =  «0  ; 

ayant  trouvé  de  cette  manière  [y„_,,  p„_,,  on  aura  de  suite  les 
expressions  mêmes  ««„_,,  fn^_^....m;  les  termes  manquants 
étant  suppléés  par  la  formule  s(r,«  =  ^«,r. 

En  substituant  dans  la  formule  (35)  les  expressions  m^, 
7/?r-i ,  f{x)  et  cf(x),  et  comparant  les  puissances  de  x,  il 
vient  : 

cr-i,s  —  c/r,s-t  =  (^r^f)  ,  1^7) 

dans  celte  formule,  si  l'on  fait  r  =  n  ou  r=0,  le  terme 
ar,t—i  OU  ar_i,«  doit  être  omis. 

Combinant  avec  la  formule  (35)  les  deux  autres  où  r  est 
augmenté  d'une  unité  et  ensuite  de  deux  unités,  et  élimi- 
nant/(x)  et  (?(jr)  entre  les  trois  équations,  il  vient  : 

0  =  {ar+ibr+2){mr-i—Ji:mr)  +  {ar+2br)imr—xmrH)+  )        . 
4-  {arbr+i){mr+t  —  xnir+i)  I 
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dans  cette  formule ,  si  r  =  0 ,  r  =  n  —  2 ,  fes  termes  multi- 
pliés par  wî_, ,  w„  doivent  être  rejetés, 

XII. 

Outre  la  relation  «r,»  =  a»,r,  il  doit  y  avoir  encore  d'autres 
relations  entre  ces  quantités ,  car  ces  quantités  o(r,s  sont  au 

nombre  de  lî"  ou  au  nombre  de ^^^  si  nous  considérons 

«r,»  et  a.s,r  comme  les  mêmes ,  et  toutes  dépendent  seulement 
des  2/Z  +  2  quantités  «r,  ^r-  Les  nombres  de  ces  quantités 
doivent  ainsi  être  diminués  de  trois  ,•  car  les  binômes 
arbs  —  cighr ,  et  aussi  les  quantités  «r,î  qui  en  dépendent,  ne 
changent  pas  en  remplaçant  a^,  br  par  7r/r-f-£^r,  v'^r-f-^'^r  ; 
7,  e,  y',  e'  désignant  des  quantités  arbitraires  entre  lesquelles 
existe  la  relation  75' — 7'£=  1.  On  voit  que  trois  des  quan- 
tités â!r,  àr  peuvent  être  prises  arbitrairement  5  aussi  les 

coefficients  ar,s  =  as,r  au  nombre  de dépendent  seule- 
ment 2/1  —  1  quantités;  ainsi  il  y  a  entre  les  quantités 
«r,,  =  Œi.r  des  relations  au  nombre  de  : 

n'-\-n  ^n-i){n~2) 

— 2/z  +  1  = . 

2  '  2 

Un  théorème  trouvé  ci-dessus  tient  en  quelque  sorte  lieu  de 
ces  relations,  savoir  que  Ar,j= A r+s,  et  les  termes  en  Ar,îSont 
formés,  d'une  certaine  manière,  des  quanti  tés  «r,*;  car  toutes 
ces  quantités  sont  en  même  nombre  que  les  quantités  ar,s  et 
dépendent  aussi  de  2/1—1  quantités;  mais  on  peut  établir 
dos  relations  encore  plus  simples  entre  les  quantités  ur^  que 
celles  qui  sont  données  par  ce  théorème. 

Omettant  certains  théorèmes  ou  connus  ou  que  nous  avons 
démontrés  ailleurs  (voir  Mémoire  sur  deux  fonctions  homo- 
gènes quelconques  y  t.  XII),  désignons  par  le  type 
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l'agrégation  de  t. 2. 3... m  termes,  que  nous  avons  désignée 
ci-dessus  §  III ,  par  le  type 

ainsi ,  d'après  le  §  IV,  on  a  : 

012...7i— 1 


L  =  a    . 

012. ..71—1 

^i  dans  cette  expression  de  L  on  rejette  dans  les  indices  su- 
périeurs 0,  1,  2...«,  et  s  dans  les  indices  inférieurs,  on 
pbtient  l'expression  Ar,s  [voir  équations  6). 

Le  signe  de  celtp  expression  est  déterminé  en  ce  que 
fltf,»Ar,»  doit  faire  partie  de  L  ;  on  aura  réciproquement  [voir 
les  équations  12  et  13)  : 


^      -^[  012... n-1    )' 


dans  cette  expression,  si  on  rejette  r  dans  les  indices  supé- 
rieurs ,  et  5  dans  les  indices  inférieurs,  il  vient  : 

mais  si  on  rejette  r,  r'  dans  les  indices  supérieurs ,  et  ^ ,  5' 
dans  les  indices  inférieurs,  on  obtient  : 

et  généralement  si  dans  l'expression 


I   01  2. ..71—1   ) 


on  omet  r,  r'...  r^"^')  dans  les  indices  supérieurs,  et  5,  s'... 
«("^')  dans  les  indices  inférieurs,  on  obtient  : 


\    ss'...  **"-'    I 
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Soient  donc  r,  /,..  r"~'  et  s,  s'...  sC~'y  tous  les  nombres  0, 
1 ,  2...  «  — 1  ,  écrits  dans  un  ordre  quelconque ,  on  aura  : 

les  expressions  de  cette  forme 

s,s'...sn  ('      I  5, 5'...  sn 

restent  les  mêmes;  les  deux  systèmes  d'indices,  supérieur  et 
inférieur,  s'échangent  entre  eux,  carar,s=«s,ret  Ar,»=A|,r• 
Ensuitecomme  Ar,s  ne  change  pas,  un  indice  étant  augmenté 
et  l'autre  diminué  d'une  unité,  il  s'ensuit  que  l'expression 

rr),rr+-)...r('"-') 

ne  changera  pas  si  tous  les  indices  d'un  système  étant  augrtièri- 
tés  d'une  unité,  ceux  de  l'autre  système  sont  chacun  diminués 
d'une  unité;  et  pour  que  cette  propriété  puisse  subsister,  il 
faut  que  l'indice  le  plus  élevé  soit  au-dessous  de  n  —  1 ,  et 
l'indice  le  moins  élevé  au-dessus  de  0  ;  d'où  vice  versa,  dans 
l'expression 

ss'  ..sr-'-^ 

dans  un  des  systèmes ,  doit  se  trouver  l'indice  «  —  1  ,  et  dans 
l'autre  0. 
On  conclut  donc  de  (39)  :  si  l'expression 

/-/...rC"-) 
s  s'...  si" 


im—i 


renferme  dans  l'un  des  systèmes  l'indice  n — 1  et  dans  l'au- 
tre 0,  elle  ne  change  pas  en  augmentant  d'une  unité  tous  les 
indices  d'un  système,  et  diminuant  d'une  unité  les  indices 
de  l'autre  système  ;  dans  ce  cas,  n — 1  augmenté  devient  0  , 
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et  0  diminué  devient  n — 1  ;  on  peut  représenter  cette  pro 
priété  des  coeffîcieots  a^,*  par  cette  équation  : 

■  r',  r". . .  rC''-'\  Ji—\  )         (  r'+\ ,  r"+l ,  rC"\  0 


"  U',  s"...  sr-'),  0        j      "  (  5'+l,  5"+l,  sC"-'),  n—i  ] 


.(40) 


Pour  déterminer  le  signe,  il  faut  observer  que  l'équa- 
tion (40)  doit  devenir  identique  entre  les  quantités  arbg  au 
moyen  de  la  formule  (37);  ainsi,  si  les  termes  de  l'expres- 
sion (40)  sont  : 

-{•(Xr',  s<yr",s"  •..  «r :♦»-'), <('"-')='n-i,o  , 

on  en  conjecture  facilement  qu'il  faut  prendre  le  signe  -f  si 
m —  1  est  pair,  et  le  signe  —  lorsque  m  —  1  est  impair. 
Si  m=:2^  il  suit  de  la  formule  générale  (40)  : 

«n-i,o^r,»  —  an-i,«xr,o  =ao:'r+l,s-i — »o,  «-i^fr+i.n-i  5       (41) 

ce  qu'on  vérifie  facilement  par  la  substitution  des  valeurs  : 

«n-i,  r=  "r,n-i  =  (^n^r) 
«o.r  =  ar,o  •=  —  (â^o^r+i) 
«r,s  =  cr+i,s-i  =  ('^r+i^«)  j 

ces  substitutions  faites,  l'équation  (41)  devient  : 

Ces  trois  produits  étant  développés ,  donnent  une  identité. 

[La  suite  prochainement.) 


THÉORÈME  DE  STATIQUE. 

F  AH  E.  C  AT  AI.  AN. 


Théouéme.  La  fonction  des  forces ,  désignée  habituellement 
par  LX-fMY-j-  ]\Z.  représente  le  sextuple  de  la  somme  des 
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tétraèdres  ajjant  pour  arêtes  opposées  les  droites  qui  représen- 
tent en  grandeur  et  en  direction  les  forces  P, P', P", ...  ces 
droites  étant  prises  deux  à  deux. 

Wonimons  x^y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  du  point 
d'application  de  la  force  P,  et  «,  p,  7  les  angles  que  fait  avec 
les  trois  axes  la  direction  de  celte  force.  Nous  aurons 

X=sPcosa,  Y=sPcosp,  Z=SPC0S7, 

L=SP(j^cos7— «cosp),  M=SP(zcosa — 0:0087), 
N=SP(j:cos13— ^COSa), 
et  V=:LX-}-MY+KZ 

=  (sPcos»).  sP(ycos7— zcosp) 

-]-(^Pcos|3)SP(:îCOSa — a:c0S7) 
-}-(SPcos7)  sP(j:cosP— jrcosa). 

D'abord,  la  partie  de  V  qui  se  rapporte  uniquement  à  la 
force  P  est 

P'[(7  COS  7 — z  COS  P)  COS  a  4"  (^  COS  a — X  COS  7)  COS  P 
4-(-2^COSp— ^COSa)COSY]  ; 

quantité  nulle  d'elle-même.  De  même  pour  les  parties  de 
la  fonction  V  qui  proviennent  des  forces  P',  P"  prises  iso- 
lément. 

En  second  lieu ,  la  partie  de  V-  qui  résulte  de  la  combinai- 
son de  deux  forces  différentes  P  et  P'  a  pour  valeur  • 

W'iiy  COS  7'— Z'COS  P')  COS  a-\-  (z'cOS  a! — Jr'cOS  7')  COS  P 

-[-(•^'cOSf''— y  COS  a'jCOS  7]  4-PP'[(:r  COS7— ZCOS  p)COS  a 

-{-(zcos^ — a;cos7)cosj5'-}-(-3^cosp— j'COSa)cos'/] 

=PP'[(o"— •^')(C0SPC0S7'— C0SJ5'C0S7)  +  {JK— y)(C0S7C0Sa' — 
COS  y'cOS  a)-f-(2 — z')  (COS  a  COS  P' —  COS  k'cOS  ?  )] 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  quantité  entre  pa- 
renthèses représente  le  produit  de  la  plus  courte  distance  d 
des  droites  P,  P'  par  le  sinus  de  i'augîe  formé  par  ces  (iroiles  ; 

donc 

Y=2PP'^sin(P,P'). 
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£ufîh)  l'on  sait  que  le  télraèdre  qui  aurait  P,  P'  pour 
arêtes  opposées,  a  pour  volume  ^  PP''^  sin  (P,P')-  Le  théo- 
rème est  donc  démontré. 

Corollaire.  Si  deux  systèmes  de  forces  se  font  équilibre^  la 
somme  des  tétraèdres  construits  sur  les  forces  du  premier  système-y 
prises  deux  à  deux  comme  arêtes  opposées ,  est  équivalente  à  la 
somme  des  tétraèdres  construits  sur  les  forces  du  second  système. 

En  effet ,  soient  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  composantes  et  les 
moments  relatifs  ait  premier  système,  et  soient  X',  Y',  Z',  L',  , 
M',  ]\'  les  mêmes  quantités  relativement  au  second  système. 
Les  six  équations  d'équilibre  deviennent  ici  évidemment 

X4-X'=0,  Y+Y'r^O,  Z'-|-Z'=0, 
L+L'=0,  M+M'=0,  N+N'=0 

Conséquemment,  LX+MY+NZ=:L'X'+M'Y'-{-N'2'  (1). 

Note:  Le  célèbre  mémoire  de  M,  MInding  (V,  ii.  185  au 
bas)  est  connu  depuis  longtemps  en  France  ;  il  est  déjà  cité  dans 
les  Comptes  rendus  1835,  -2^  s.,  p.  282,  et  eu  1837,  d'après 
celte  mention  ,  par  M.  Chasles  {Hist.  des  méthodes,  p.  555)  ; 
mais  écrit  en  allemand,  le  contenu  est  toujours  inconnu.  On 
y  trouve  le  beau  théorème  qu'on  vient  de  lire  .-  je  crois 
même  que  ses  172  équations  épuisent  toutes  les  interpréta- 
tions qu'on  peut  déduire  des  équations  d'équilibre.  On  sait 
que  M.  Mobius  a  travaillé  sur  le  même  thème ,  et  dans  sa 
Statique,  ouvrage  cx-professo  ,  et  dans  un  mémoire  sur  la 
composition  des  rotations  infiniment  petites,  inséré  dans  le 
Journal  de  Crclle  (XVIII,  p.  189,  1838).  En  voici  quelques 
théorèmes  : 

1°  Lorsque  quatre  forces  sont  en  équilibre,  toute  droite 
qui  rencontre  trois  des  forces  rencontre  la  quatrième.  Cette 


(*}  M.  Chasles  est  arrivé  à  ce  corollaire ,  et  à  un  grand  nombre  de  théorèmes 
trës-éléganls ,  dans  un  mémoire  publié  dans  lé  Journal  de  Liouville ,  tome  XII, 
page!2i3. 
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proposition  est  connue  :  on  m'a  même  dit  qu'elle  a  été  pro- 
fessée par  M.  Richard ,  dans  le  cours  d'une  si  haute  instruc- 
tion qu'il  fait  depuis  longues  années  au  collège  Louis-le- 
Grand(l). 

2°  Lorsqu'on  donne  un  nombre  de  droites  plus  grand  que 
six,  il  est  toujours  possible  de  trouver  des  forces ,  lesquelles 
agissant  suivant  ces  droites  se  fassent  équilibre  5  lorsque  le 
nombre  de  droites  est  moindre  que  six,  il  faut  certaines  con- 
ditions. 

4°  Lorsqu'un  corj^)S  peut  se  mouvoir  autour  de  six  axes 
indépendants ,  il  peut  prendre  un  déplacement  quelconque, 
c'est-à-dire  tourner  autour  d'un  axe  quelconque. 

4"  On  peut  toujours  décomposer  une  force  en  six  directions 
données  par  les  arêtes  d'un  tétraèdre. 

5°  Étant  donnés  les  corps  Aj,  A„  A3 A„  ;  les  corps  A, 

et  A,  peuvent  tourner  autour  d'un  axe  Oxe  commun  ;  les 

(,•)  Collège  Louis-le-Gr and ,  aujourd'hui  Lycée  De^car^es.  Lorsqu'une  insti- 
tution a  acquis  sous  un  certain  nom  une  célébrité  séculaire,  ce  nom  devient 
un  titre  de  propriété  que  doivent  respecter  ceux  qui,  n'adhérant  pas  aux  doc- 
trines du  bagne,  respectent  là  propriété.  En  général  changer  sans  nécessité  les 
noms  des  édifices,  des  lieux  publics,  est  un  acte  barbare,  anti-histori(iue,  dé- 
truisant la  chaîne  des  traditions  du  passé,  sans  apporter  aucune  garantie  pour 
l'avenir.  Nihil  sub  sole  novum,  dit  l'Ecclésiaste  ;  ce  qui  est  surtout  vrai  en  fait  de 
folies.  Ce  bouleversement  de  nomenclature  était  aussi  la  manie  de  noire  pre- 
mière république,  ce  qui  ne  l'a  pas  empêchée  d'avoir  une  existence  éphémère  et 
de  mourir  per  euthanasiam  sous  les  étreintes  d'un  soldat  corse.  Pourquoi  chan- 
ger le  mot  français  collège  ,  si  connu,  si  populaire,  contre  le  mot  pèdantesque 
lycée ,  qui  n'a  pas  même  le  mérite  de  l'exactilude  ;  car,  chez  les  Grecs  ,  la  jeu- 
nesse était  éduquée  dans  les  gymnases,  et  il  y  en  avait  dans  toutes  les  cités, 
tandis  que  le  lycée  n'était  pas  un  collège  ,  mais  un  établissement  particulier  à  la 
ville  d'Athènes,  et  qu'Aristote  a  rendu  célèbre,  tout  comme  Laharpe  a  jeté  de 
l'éclat  sur  un  établissement  de  même  nom  et  de  même  destination  à  Paris.  D'ail- 
leurs nous  ne  saurions  assez  nous  pénétrer  de  celte  idée  :  rien  n'est  moins  répu- 
blicain que  l'esprit  servile  d'imitation  ,  dùt-on  imiter  des  républicains;  et  ici  ce 
n'est  pas  môme  le  cas ,  car  les  lycées  sont  de  création  impériale  ;  ils  ont  succédé, 
non  pas  aux  collèges  royaux,  mais  aux  écoles  centrales,  institutions  éminemment 
républicaines,  et  qu'on  aurait  portées  à  une  haute  perfection,  en  renforçant  la 
partie  littéraire,  qui  était  trop  peu  développée.  Celle  organisation  présentait 
l'avanlage  de  rendre  impossible  toute  lutte  entre  l'inslruction  publique  et  les 
opinions  religieuses.  C'est  ce  que  dit  Lacroix  dont  personne  ne  conteste  la 
compétence.  Du  reste,  qu'on  reprenne  les  noms  anciens,  ainsi  que  le  veut  le 
bon  sens,  ou  que  l'on  conserve  les  nouveaux,  là  n'est  pas  le  point  important. 
11  faudrait  améliorer  les  modes  d'enseignement,  et  c'est  ce  qu'on  ne  fera  pas. 
Tout  pour  la  forme ,  rien  pour  le  fond ,  c'est  notre  devise.  Tm. 
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corps  A,  et  A3  autour  d'un  autre  axe  fixe  commun  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  A„_,  et  A„.  Supposons  maintenant  qu'on  rende 
fixe  le  corps  A,,  il  est  évident  que  A,  peut  prendre  plus  de 
positions  diverses  dans  l'espace  que  A,-,  A^  plus  que  A3  ;  mais 
le  premier  corps  qui  peut  prendre  une  position  quelconque 
dans  rcspace  tout  comme  s'il  était  libre,  c'est  le  corps  A,,  et 
à  fortiori  les  suivants.  Le  savant  géomètre  fait  à  ce  sujet  une 
curieuse  observation.  La  jambe  de  l'écrevisse  à  laquelle  sont 
attachées  les  serres  est  formée  de  six  pièces  liées  entre  elles 
et  au  corps  par  six  axes  de  rotation  ;  de  sorte  que  pendant 
que  le  corps  se  repose,  la  partie  extrême  de  la  jambe  est 
entièrement  libre.  Du  reste ,  le  bras  de  l'homme,  depuis  l'é- 
paule jusqu'aux  phalanges,  présente  une  construction  pres- 
que analogue. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  189  (p.  240), 

FABL  M.  J.  MURENT , 
Bachelières  sciences,  à  Clermont-Ferrand. 


Soient  f='/(.r,^);u=F(x,^);  d'où  x  =  çp(a,0-,r=>l'M; 
on  a  : 

f'x  étant  la  dérivée  éef{x)  par  rapport  à  .r,  et  ainsi  des 
autres.  (Mobius.) 

Démonstration.  D'après  les  relations  données,  x  G\y  étant 
deux  fonctions  des  variables  indépendantes  uQit,  différen- 
lions  chacune  des  équations  f  =  /*(.r,j)  et  w  =  F(x,j^), 
d'abord  par  rapport  à  ^,  puis  par  rapport  à  a,  en  suivant  la 
règle  des  fonctions  composée? ,  nous  aurons  ainsi  ■ 
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dx  dt       dy  dt 

df  dx   .    df  dy 

0  =  — ^^ h— -  — 

dx  du       dy  du, 

d¥dx  ,  dFdy 

0  = 

dx  dt        dy  dt 

_dFdx       dFcfy 

dx  du       dy  du  ' 

en  remplaçant  les  coefficients  différentiels  par  les  dérivées  et 
observant  que  les  relations  x=  cp(a,  0»  .^'  =  ^("5  0  donnent 
dx       d'à         ,      dx         ,      dy       .,      dy       ,,       , 

37=^=»"  Tir,='»'  s=*"  Mr""-^  '"^  '»"'""' 

équations  précédentes  se  mettront  sous  la  forme  : 

i=fx'^'i-\-fy\'t  (1) 

0=/'a:'?'«+/'y^'„  (2) 

0=F':.cf'<  +  F'j,y<  (3) 

1  =  F>'^+FV]>'„.  (4) 

Multipliant,  d'une  part  (1)  et  (4),  de  l'autre  (2)  et  (3),  il 
viendra  : 

l=/'^FV«'f'«+/'xFVf^^î''«+/'yFx'f'«^l>'<+/*'j/FVrfK« 
0  =/'^FVfVf'«  -^fxF'yiuh-rf'y^'xit^'u  +/''yF'î/f  fl- «? 

retranchant  membre  à  membre  ces  deux  dernières,  et  ré- 
duisant ,  il  restera  : 

OU  enOn 

(/'xF'y  -f'y¥x){:^'i^'u  -  iu-^\)  =  1 .       c.  q.  f.  d. 

Quelle  est  l'interprétation  géométrique  de  ce  théorème 
analytique  ? 
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SOLUTION  DE  LÀ  QUESTION  185  (p.  239), 

PAR  -yi.  J.  raURES^T , 

Bachelier  es  sciences  ,  à  Ctermont-Ferrand. 


P  êtâht  la  limite  de  la  fbaclion  contiHuë  • 

a'.  a-\-  b  '.  b-\-c:  c  -\-d  '.  d-\-  ...  ^ 

éi  Q  la  limite  de  la  fraction  continue  : 

a  :  b-\-b  l  c  -\-c  :  d-{-  d  '.  e-^..., 
on  a  : 

i  i 

Démonstration.    Posons  d'abord  -  =  a',  -  =  b'...,  d'où 

a  b 

aa'  =  i,  bb'  =  \...\  en  faiultiplaht  pair  a'  les  deux  termes 

de  la  fraction  qui  exprime  la  valeur  de  P,  on  aura  : 

p=   ' 


\-{-ab 


à'b 
si  dans  la  partie  -; — ; ,  on  multiplie  les  deux  termes 

par  ab\  P  ûcvienura  : 

p=    ' 


i  +  1 


a'-\-  ab'c  ^ 
c-\-d 

De  même  si  dai  s  la  partie ■ — de  celle  lierniére 

^o-\-d ^^ 
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expression  de  P,  on  multiplie  les  deux  termes  par  a'6c',  on 
trouvera  : 

P=     ' 


1  +  1 


a'b-\-a!  bc'd 


d+e 


multipliant  encore  les  deux  termes  de  -.,_r r  P^r 

aWcd\  on  trouvera  • 
1 


P  = 


1  +  1 


a+1 


a!b^\ 


ab'c-\-ab'cde 


e+/ 


En  continuant  ainsi ,  l'équation  de  P  se  changera  en  la  sui- 
vante : 

P=l :  1+1  : a-\-\ :àb-^\: ab'c-{-\ : a!bcd-[-i : aUcd'e^. . .  (p) 

Faisant  sur  Q  les  mêmes  opérations ,  il  viendra  successive- 
ment: 

^  —  a'b-^a'b  '   ^       a'b-^\ 


c-{-c  ab'c-\-ab'c 


d-\-...  d-\-d 


et  enQa  : 

Q  =  1  :  a'6  4- 1  :  ab'c-\-\  :  a'bc'd  + 1  :  ab'cd'e-\- ...  ; 
substituant  cette  valeur  dans  (/?),  on  obtiendra  : 


302  — 
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P=l:l  +  l:a  +  Q    ou    P  = 


d'où  P  =       ^  ^ 


1  +  1 


a-\-Q 


^  +  Q  +  1' 
ouenfln  P(a+Q-f  1)  =^  +  Q.  c.q.  f.  d. 


NOUVELLE  METHODE  ANALYTIQUE 

pour  la  détermination  des  coordonnées  des  foyers  et  des 
[longueurs  des  axes  de  coniques  à  centre , 

PAR  M.  FAUX.  SERRET. 


I.  On  sait,  et  l'on  peut  d'ailleurs  le  démontrer  facile- 
ment ,  que  le  carré  d'un  demi-diamètre  quelconque  d'une 
conique  à  centre  est  égal  au  produit  de  la  corde  parallèle 
menée  par  l'un  des  foyers,  multipliée  par  un  coefficient 

CL 

constant  K  =  -,  a  désignant  soit  le  demi-grand  axe  de  l'el- 
lipse, soit  le  demi-axe  transverse  de  l'hyperbole;  or,  on  peut 
démontrer  en  prenant  pour  axes  des  coordonnées  les  deux 
axes  principaux  ,  que  les  deux  foyers  seuls  jouissent  de  cette 
propriété,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  valeur  arbitraire  que 
l'on  donne  au  coefficient  K ,  pourvu  qu'il  demeure  constant. 

C'est  précisément  celle  propriété  des  foyers  qui  va  nous 
servir  à  déterminer  par  un  calcul  très-simple  les  coordonnées 
des  foyers ,  et  l'équalion  qui  donne  les  carrés  des  demi-axes 
en  fonction  des  coefficients  de  la  courbe  dans  le  cas  le  plus 
général. 

II.  Soit  AjK'+Bj;y-j-Cj:'ï=F  (1)  l'équation  de  la  conique 
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rapportée  à  deux  diamètres  parallèles  aux  axes  primitifs,  et 

faisant  un  an»le  7:  F= valeur  que  nous  lui  restituerons 

111 

dans  les  résultats  définitifs. 

Soit  a ,  g  l'un  des  foyers  cherché ,  menons  par  l'origine  un 
diamètre  sous  la  direction  m;  soit  D  la  valeur  de  ce  demi- 
diamètre,  soit  C  la  longueur  delà  corde  parallèle  menée 
par  (a,  6),  on  aura: 

D='  =  K.G; 

or  on  trouve,  en  faisant  momentanément  7i  =  6 — m»-. 

F(l-f-m'-)-2mc0S7) 


D'  = 


Km'-\-  )ini  -\-  C 


^Kl+//^'-+-2w^c0S7X  I/4AFm'+4BF//z+ (B^  — 4AC)«'+4GF 

G.K=K ; — -„ — — 7; '  i 

A/7i'  +  B/7i  +  C 

égalant  ces  deux  quantités,  simplifiant  et  élevant  au  carré, 
il  viendra: 

F^(l  +  /?i'+2mcos7)  = 
=  K'  [4  AF/w*  4-  4BFto  -|-  (B'  —  4AC)  (-:—  ma)'  -f-  4CF]  ; 

ordonnant  celte  équation  de  condition  par  rapport  à  la  va- 
riable m ,  il  viendra  -. 

(2)  Tit"  I  K'  [4AF  +  (B'  —  4AC)a']  -  F'  |  -{- 

4-  2m  }  R' [2BF  -  (B'  —  4 AC)aS]  —  F'cos/  {  -f- 
+  K' }  4CF  -j-  (B'  —  4AC)6' }  —  F^  =  0. 

Cette  relation  (2)  devant  exister  pour  toutes  les  valeurs  de  m , 
les  trois  coefficients  doivent  être  nuls  séparément  ;  donc  on 
aura  les  trois  équations  suivantes  pour  déterminer  K,  a ,  6  : 

K'  [(B'  —  4AC)a'  +  4AF]  =  F'  {a) 

R'  [2BF  —  (B'  —  4  AC)a§]  =  F'  cos-r  {b) 

R'  [(B'  —  4  AC)6^  +  4CF]  =  F^ .  (c) 

Or,  en  divisant  alternativement   l'équation  (a)  par  cba- 
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cane  des  équations  {b)  et  (c),  et  ne  perdant  pas  de  vue  que 

F  = ,  on  retrouve  les  équations  [b)  et  (c)  de  la  page  429 

tome  II,  dont  3i.  Terqucm  déduit  les  coordonnées  des  foyers. 
III.  Supposons  d'abord  que  l'on  connaisse  1  équation  qui 
donne  les  carrés  des  demi-axes  principaux  de  la  courbe  : 

m^.z^  —  4mL.z  —  4L'  sin'  7=0, 

d'où  l'on  tire ,  comme  on  sait  : 

a'  =  ^  Fn  4-  \/N'+  m  sin^  7I  ; 

a' 
Comme  on  sait  à  priori  que  K'  =  —  —  ,  1  équation  (a)  nous 

donnera  successivement  :  ^ 

F^      4AFK^       L'  +  4mAL.K^ 


_  2L[m  +  2A(N  +  y/jN'  -f  m  sin  '7)] 
;«'[N  +  KJN'  +  msin-/] 
Multipliant  les  deux  termes  de  la  valeur  de  a'  par 

N— V^JN'-f /resiny, 
il  viendra  : 

2Lw[N—  t/""]  — 4m AL  sin 'y 


—  m^  sin  '7 


4AL         1     2L 


l_.!t[N-.V/]\'4-«^sin^]; 


m        sin  7  //« 

mais  6  étant  le  demi-petit  axe  de  l'ellipse,  ou  le  demi-axe 
non  transverse  de  l'hyperbole ,  on  a  : 

9T  _: 

b'  =  — JN—  VlS'  +  msm'y]  -, 
m 

on  aura  donc  : 

,      4AL         b' 

(A)  «'=-^ ^-. 

m         sm  7 
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Comparant  les  équations  {a)  et  (c),  on  voit  que  la  première 
est  composée  en  A  et  «,  comme  la  deuxième  l'est  en  G  et  6  ;  on 
aura  donc  immédiatement  : 

(B)  &'=z—^——^. 

m  sin  7 

Ce  sont  les  formules  données  par  M.  Tcrqucm,  t.  II,  p.  430. 

Observation.  Remarquons  que  l'équation  {b)  donne  imnié- 

BF         n 
diatcment  dans  le  cas  particulier  où  7=90°,  aS:^ = ; 

*  in  m 

relation  qu'emploie  aussi  IM.  Torquem_,  t.  lY,  p.  376,  dans 
une  solution  gciiéralisce  du  problème  du  concours  général 
pour  l'année  18i5. 

IV.  Supposons  maintenant  que  nous  voulions  déduire  des 
trois  équations  [a],  [b),  (c)  l'équation  dont  les  racines  soient 
les  carrés  des  demi-diamètres  principaux. 

En  éliminant  a  et  6  des  équations  {a),  (^),  (c),  et  rempla- 
çant K'  par  —  dans  l'équation  résultante,  nous  arrivons  assez 

* 
facilement  à  l'équalion  : 

mhi''  —  im.'NLa—iVsm'y  =  0;  (H) 

donc  le  carré  de  l'un  des  demi-axes  principaux  a\  est  racine 
de  l'équation  : 

7/i^s'  —  4mNL.z;  —  4L'sin'7  =  0.  (L) 

Il  s'agit  de  prouver  que  le  carré  du  secqnd  demi -axe  ôst  aussi 
racine  de  la  même  équation.  Or,  soit  c  la  dislance  du  foyer 
au  centre ,  on  aura  : 

b^^a'  —  c'; 

or  c^  =:  a^  -[-  ^'  ~f  2aÇ  cos  7  j  douc  vu  la  forme  des  équations 

(«),  (^),  (c),  nous  pourrons  très-facilement  obtenir  la  valeur 

de  c'  ;  on  trouve  en  effet  successivement  : 

_2F^  —  4F(A  +  C).K'  +  4BF  cos  7  K'—  2F^  cos  '7  _ 
c  -^5 

— 4NF.K^-f  2F=sin', 
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a'     — L 

remplaçant  K'  et  F  par  leurs  valeurs  :  — ,  ,  on  obtient  : 

•^    *  L       m 

,_4mNL.a'  +  8L\sin'7 

d'où  l'on  tire  : 

a       ,.      m'a^  —  ini'NLa'' —  8Vs'\n*y 
a  —  c  =.b  =^ — , 

OU  bien ,  en  ayant  égard  à  la  relation  (H)  : 

4L'sin^7      ,,  .      ,,,  iL'sin'v 

b^  = 1— -i  ,  d'où  ab^  = -r^' 

nihi  vva 

Mais  le  produit  des  racines  de  l'équalion  (L)  est  aussi  égal  à 

4L^sin'7      ,       „         ,  .  ,        ,o       ,, 

— -  ;  a  est  lune  de  ces  racines ,  donc  b^  est  lautre 

m'' 

racine. 

Donc  enfin  l'équation  aux  carrés  des  dcmi-axcs  principaux 

d'une  conique  à  centre  est  bien  l'équation  (L)  : 

. /7iV  —  4«îNL.z  —  4L^  sin 'v  =  0. 

V.  On  pourrait  encore  chercher  les  coordonnées  des 
foyers,  en  s'appuyanl  sur  celte  propriété  dont  ils  jouissent,  à 
l'exclusion  de  tout  autre  point,  et  qui  consiste  en  ce  que  : 

-^  Si  d'un  point  quelconque  M  de  la  polaire  d'un  foyer  F , 
on  mène  deux  tangentes  à  la  conique  et  leur  corde  de  con- 
tact ,  puis  du  même  point  M  une  perpendiculaire  sur  la 
corde  des  contacts,  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sera 
constamment  le  point  F  lui-même. 

—  Cette  dernière  propriété  caractéristique  des  foyers  peut 
servir  à  mettre  facilement  en  évidence  les  conditions 
DE  — 2BF=0,  D'— 4AF  =  F--4CF,  nécessaires  pour 
que  l'origine  des  coordonnées  soit  un  foyer  quand  les  axes 
sont  rectangulaires.  IMais  si  les  axes  deviennent  obliques,  la  . 
mise  en  évidence  des  conditions  précédentes  modifiées,  ne 
peut  plus  se  faire  commodément  par  celte  mélhode. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  18i  (t.  VU,  p.  239), 

•       PAR  TOrna.  mS^TION  et  GILLES  (Ldcier). 

♦  — 

On  a  la  formule  {voir  t.  VI ,  p.  399)  : 

^P  +  i»p  =  (a  -f-  bf  -~?-ab{a  +  bf-'  + 

12  3  r 

p—l 

est  la  valeur  de  r,  qui  correspond  au  dernier  terme 

dont  le  coefficient  sera  p,  et  qui  contiendra  {a-j-b)  à  la  pre- 
mière puissance. 

Actuellement  soit  «  un  facteur  premier  commun  a.a-\-b 

et r-  ,  il  devra  diviser  le  terme  indépendant  da  a4-b 

a~\-b 

a^  S-  b^ 
dans  le  développement  de  — ,  qui  est  : 

dza  -  b  "^  p. 

p-i  p-i 

Or,  a  ne  peut  diviser  m  a  ^  ,  ni  b  ^  ,  puisqu'il  diviserait 
a  en  b  ;  et  comme  a  divise  «-j-^,  il  diviserait  à  la  fois 
a  et  A,  ce  qui  est  absurde;  donc  il  divise/?.  Mais/?  est  pre- 
mier, donc  ci=p. 
Supposons  que  /?'  divise  a'  +  b'^,  on  voit  que,  si  {a-^b) 
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ne  contenait  pas  ^ — lfois/>,  le  dernier  terme  a  -  b  ^  p{a-\-b) 
ne  pourrait  pas  conlcnir  q  fois  lo  fadeur^?. 

Rcmpl.içant  b  par — b,  on  aura  a^  —  b'',  puisque/?  est 
impair,  et  les  mêmes  considérations  s'appliqueront. 


RELA.TIONS  D'IDENTITE  ♦ 

et  équations  fondamentales  relatives  aux  lignes  du  second  de- 
gré (  F.  t.  VI,  p.  618)  ;  théorie  des  polaires  réciproques. 


Pour  la  commodité  des  lecteurs,  s'il  y  en  a,  nous  allons 
transcrire  de  nouveau  ces  relations  : 

7  =  angle  des  axes;  A  j-' -|- Bxj- -f- Cx'  -|-Dj-1-Ex-|-F=0 
fonction  principale  =  L=AE"—BDE-]-CD^-l-F(B'—4AC}. 

Fonctions  dérivées. 

^  =  -DE+2BF  =  -„  :^  =  oCD-BE  =  i', 

4^  =  2AE-BD=A:4[;=B-— 4AC=/«. 

Fonction  auxiliaire. 

N  =  A+C  — Bcosv; 

Relations  d'identité. 

A'— m/ =  4 AL;    2/.A'  + 2m«  =  —  4BL;    k"  —  ml' =  l^CL ; 

k'I  -\-  hn  =  2DL  ;  kl'  +  k'n  =  2  E  L  ;  «'  —  II'  =  4FL. 
C/— Ar  +  EA  +  ///F=A/'  — C/+D//  +  /«F=L; 

2  A/'  —  B«  +D^'  =  2C/  — Bn4-  E/t=2L. 
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AF  +  B/A'  +  Cr -f  mT)h'  +  mEk -f  m'F  =  mL ; 

F  -f  Â"  +  oA/v'cos7  =  4NL. 
A;'/'  -j-  A'"^  +  '2lik'n -j- /«  (/i'  —  H']  =  iL'  (  coniques  à  centre  ) . 

On  obtient  cette  relation  en  mcltant  dans  B' — 4AC,  pour 
A,B,G  leurs  valeurs  en  fonctions  dérivées. 

2a+BA-'4-Em  =  2AA'+BA-f  Dm=— 2An4-B/+DA=— 

(  A  —  G  )^  +  (  B  —  2ACOS7  )  (  B  -  2CCOS7  )  =  N'  -1-  msin'7  = 
=  (A  _C)'sin^7+  [B—  (A  4-C)cos7r. 

(2Aj^  +  Bjt-+  D y  —  (  ■2Cjc+Bx-\-EY  =  mx'  —  2kx  +  /— 


(2 Aj  +  Bo: 4-  D)  {-iCx  +  Bj-  +  E)  =  Aj  +  h'x  —  mxy  +  n. 
A(2Cx  +  Bj-f-  E)'  +C(2vVr  +  Bx  +Dr-  B(2Cr  4-  Br+E) 
(2A^+Bx+  D)  =  L  —  m[\y'-\-'Qxy  +  Cx'  +  Dk+Ex+F). 

LXXXII.  Théorème.  Soit  une  courbe  A,  située  dans  lo  plan 
d'une  conique  C;  Yenveloppe  des  polaires  des  poinls  do  la 
courbe  Arelalivcmentà  la  conique  C  est  la  même  courbe  que 
le  lieu  des  pôles  des  tangentes  à  la  courbe  A  relativement  à 
la  même  conique.  '  ^ 

Démonstration.  Désignons  l'enveioppe  des  polaires  par  A', 
et  le  lieu  des  pôles  par  A  '  ;  soient  31  et  M'  deux  points  de  la 
courbe  A,  et  ]MT,IM'T  les  deux  tangentes  se  rencontrant  euT  ; 
et  soit  y.  le  pôle  de  IMT,  et  y.'  lo  pôle  de  M'T;  de  sorte  que  p. 
et  f*'  sont  deux  poinls  de  la  courbe  A",  et  T  est  le  pôle  de  la 
corde  fjiy.' ;  M's'approcbanl  do  IM,  le  point  T  s'en  approche 
également  et  finit  par  se  confondre  avec  M  ;  alors  p-' se  confond 
avecft  ot  la  corde  pp'  devient  une  tangente  à  In  courbe  A" 
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en  p. ,  et  dont  M  est  alors  le  pôle.  Donc  p.  appartient  aussi 
à  la  courbe  A'  ;  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  Los  points  M  et  pt  sont  lies  par  cette  relation 
gôomclrique  ;  la  polaire  de  M  est  tangente  en  u  à  la  courbe  A' 
et  la  polaire  de  y.  est  tangente  en  M  à  la  courbe  A;  c'est  ce  qui 
a  fait  donner  aux  courbes  A  et  A'  le  nom  de  polaires  réci- 
proques. Qn  désigne  la  conique  qui  sert  d'intermédiaire  sous 
le  nom  de  Directrice,  et  les  points  M  et  p  sont  dits  points 
correspondants. 

Remarque  I.  On  peut  parvenir  aux  mômes  conclusions  par 

x'      y' 
des  considérations  purement  analytiques  ;  soient  —,    -;  ; 

%  Z 

jc"     y" 

-y,,  —  [Voir  p.  5),  les  coordonnées  des  points  correspon- 

2,  Z 

danis,  et  F(a:,y,z)  =  0  l'équation  rendue  homogène  de  la 
courbe  donnée;  la  polaire  du  point  —,    ,'  est 

donc  y [2Ay  +  L'^'  +  Dz']  +  ^"[2Cx'  +  Bj'  +Ei']  + 

-f  2"[Dy + Ex'  +  2F-']  =  0 . 

x"    r" 
La  polaire  du  point  — , '^,   est  j12Ajk"  +  Bx"  +  Ds"]  -}- 

+  x[2Cx"  +  By ' 4-  Es"]  +  s[2F2"  +  Dy"  4-  Ex"]  =  0 ,  et  le 

x'   y' 
point— ,*^  est  évidemment  sur  celte  polaire.  Le  point inG- 

z     z 

niment  voisin  est  aussi  sur  cette  polaire;  elle  est  donc  tan- 
gente à  la  courbe  donnée. 

Remarque  II.  Autant  la  courbe  donnée  a  de  points  situés  à 
l'infini ,  aulanl  la  polaire  réciproque  a  de  tangentes  passant 
par  le  centre  de  la  directrice;  mais  il  faut  se  rappeler  que  les 
points  situés  à  l'infini  sur  la  même  droite  ne  comptent  que 
pour  un  point. 

Remarque  III.  Autant  la  courbe  donnée  a  des  tangentes 
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situées  à  l'infini  (branches  paraboliques), autant  la  polaire 
réciproque  a  de  points  multiples  au  centre  de  la  directrice; 
les  tangentes  parallèles  à  l'inûni  ne  comptent  que  pour  une 
tangente. 

Remarque  IV.  A  chaque  tangente  de  la  courbe  donnée  pas- 
sant par  le  centre  de  la  directrice  correspondent  deux 
points  de  la  polaire  réciproque  situés  à  l'infini.  Lorsque  au- 
cune tangente  ne  passe  parle  centre,  la  polaire  réciproque 
est  toujours  une  courbe  fermée. 

Remarque  F.  Aux  points  et  aux  droites  imaginaires  ré- 
pondent des  polaires  et  des  pôles  imaginaires;  mais  à  une 
ligne  réelle  correspond  une  polaire  réciproque  réelle,  même 
lorsque  la  directrice  est  unoiellipse  imaginaire.  Car,  dans 
une  telle  ellipse,  les  coordonnées  du  centre,  les  directions 
des  diamètres  conjugués  sont  réelles ,  et  la  construction  des 
pôles  et  polaires  ne  dépend  que  de  ces  données.  D'ailleurs 
l'équation  de  la  polaire  d'un  point  ne  renferme  que  les  coef^- 
cients  de  l'équation  de  la  conique  directrice,  et  ces  coeffi- 
cients sont  réels,  lors  même  que  la  conique  devient  imagi- 
naire. 

Remarque  VI.  La  courbe  donnée  A  étant  du  degré  m  sera 
tout  au  plus  de  la  clause  m  {m —  1)  ;  c'est-à-dire  qu'on  pourra 
d'un  point  donné  mener  à  la  courbe  au  plus  m(m — 1)  tan- 
gentes, donc  la  polaire  réciproque  peut  être  rencontrée  par 
une  droite  auplus  en  m[in —  1)  points,  elle  est  donc  au  plus 
de  ce  degré;  mais  elle  est  toujours  de  la  m'-'"^  classe  ;  d'après 
le  degré,  elle  pourrait  être  de  la  classe  m{m — \){nt'—m — 1); 
mais  elle  descend  toujours  à  la  classe  m  et  perd  ainsi 
m^{rn  —  -1)  tangentes  dans  le  faisceau  issu  d'un  même  point. 
M.  Pliicker  est  le  premier,  comme  nous  verrons  plus  tard  , 
qui  ait  donné  une  explication  complètement  satisfaisante  de  ce 
fait  singulier. 

Remarque  FIL  A  un  point  multiple^  c'est-à-dire  par  le- 
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quel  passent  plusieurs  branches  de  la  courbe ,  correspond 
une  t^gcnle  multiple  ,  dans  la  polaire  réciproque,  c'csl-à- 
dire  un(*  droite  tangente  à  plusieurs  branches  cl  vice  versa. 

Remarque  FUI.  A  un  point  conjugué  isolé,  c'est-à-dire 
un  point  réel  d'intersection  de  deux  branches  devenues  ima- 
ginaires, correspond  une  polaire  réelle,  droite  conjuguée 
isolée  tangente  à  dos  branches  imaginaires  et  vice  versa. 

Remarque  IX.  A  un  point  de  rebrousscmenl ,  c'est  à-dire 
un  point  où  deux  branches  de  la  courbe  se  touchent ^  corres- 
pond un  point  d  inflexion  dans  la  polaire  réciproque;  en 
effi t ,  dans  un  point  de  rebrousscmcnt ,  le  point  décrivant 
change  subitement  de  direction  ;  donc  la  tangente  doit  aussi 
changer  subitement  de  dircclifn  dans  la  polaire  réciproque, 
ce  qui  a  lieu  aux  points  d'inflexion, 

LXXXIII.  Historique.  De  La  Hire  (Philippe)  est  le  premier 
qui  ail  énoncé,  en  1685,  les  deux  propriétés  géométriques 
qui ,  dans  une  conique,  lient  le  pôle  à  sa  polaire  et  celle-ci  à 
son  pôle  (Sectiones  conicœ  in  novom  libros  dislributae. 
In-fol.,  Paris,  1685,  lib.  1  ,  prop.  26,  27,  28;  et  lib.  2, 
prop.  23,  24,  26,  27). 

Mongc,  généralisant  les  théorèmes  de  De  La  Ilire,  et  pro- 
bablement sans  les  connaître,  découvrit,  en  1795,  les  rela- 
tions géométriques  qui  existent  dans  les  surfaces  du  second 
degré,  enire  le  pôle  et  le  plan  polaire  el  vice  vcrsâ  ,  et  aussi 
entre  deux  droites  correspondantes.  Il  y  parvient  par  des 
considérations  graphiques  et  nullement  métriques  (  Séances 
des  écoles  normales  ,  t.  II ,  p.  357 ,  éditon  de  tSOO  ,  la  pre- 
mière est  de  l'an  III  (1795)). 

Livet  cl  M.  Brianchon  ont  démontré,  en  1806,  que  la  sur- 
face réciproque  d'une  surface  du  second  degré  est  encore 
une  surface  de  même  degré  (Journal  de  V Ecole  polytech- 
nique ,  cahier  XIII ,  270  et  297  ,  1806). 

Cette  Jhéoric  a  été  cultivée  el  augmentée,  spécialement 
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dans  les  AnnaTes  de  M.  Gergonne ,  où  celte  théorie  oc- 
cupe le  plus  grand  espace.  Scrvois  a  inlrociuit  le  nom  de 
Pôle  (T.  I,  337,  1810)  et  M.  Gergonne  celui  de  Polaire 
(111,297,1813). 

Dualité.  A  tout  (licorcmo  sur  des  points  dans  une  courbe 
correspond  un  théorème  sur  des  droites  dans  la  polaire  réci- 
proque, et  vice  versa;  c'est  ce  qu'on  désigne  par  le  moi  dua- 
lité. Le  premier  emploi  de  ce  genre  et  le  plus  célèbre  est 
celui  de  IM.  Brianchon,  qui  a  trouvé  le  théorème  correspon- 
dant de  l'hcxagramme  de  Pascal  (Journal  de  l'Ecole  poly- 
technique, cahier  XIII,  297,  1806).  Depuis,  celle  dualilc 
aweçu  une  grande  extension,  surtout  par  les  travaux  de 
INlToncelet  qui,  le  premier,  s'est  servi  do  la  théorie  des 
polaires  réciproques  pour  la  transformation  des  relations 
de  grandeur  métrique  et  angulaire,  dans  son  Traité  des 
propriétés  projeclives ,  publié  en  1822.  Là,  le  célèbre  géo- 
mèlrc  a  établi  la  dénomination  de  polaires  réciproques  et  de 
directrices.,  et  en  a  donné  la  théorie  fondamentale  (p.  121)  et 
l'a  appliquée  à  la  recherche  des  propriétés  des  courbes  et  des 
surfaces  en  général,  [f^oir  Chasles ,  Histoire  des  méthodes, 
p.  219,  (l  noie  xxvn,  p.  370,  1837.) 

LXXXIV.  Problème.  Etant  données  l'équation  d'une 
courbe  plane  algébrique  çt  celle  de  la  conique  directrice, 
trouver  l'équation  enveloppe^c  la  polaire  réciproque. 

Solution.  Soit  'F{x,  j)=iiO  l'équation  de  la  courbe  de 
degré  m  ;  et  cy-\-'^jy-\-ya:^-\-nj-J-ijc-{-^  =  0,  l'équalion  de  la 
conique  directrice.  Nous  désignons  de  même  par  les  lettres 
grecques  A ,  z,  •/',  etc.,  les  fonctions  analogues  à  L,  A-,  k',  etc. 
Sohpj-\-qjc=  \  l'équalion  d'une  tangente  cà  la  polaire  réci- 
proque ;  les  coordonnées  du  pôle  de  cette  droite  par  rapport  à 
la  conique  sont  : 

X^-yL^-l .y=J—^ ;  (T.    Il,  p.    305.) 

y.p  -\-  y.q  —  ]x  yp-\-  vq  —  ja 
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substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe ,  on  a 
léqualion  enveloppe  cherchée  ;  elle  est  cn/>  et  q  de  même 
^cgré  que  la  proposée  j  ce  qu'on  peut  voir  à  priori. 

y^pplicalion  1.  La  courbe  donnée  est  une  conique  à  équa- 
tion hcxanome  ordinaire. 

Soit  û,p''-\-  b^q^  -\-  c^q"  -\-d,p-{-e,q  -\-f,=^0,  l'équation  en- 
veloppe de  la  polaire  réciproque  ;  on  a 

a  =  A-)r  —  Bà'v  -\-  C-/  +  Da'x'—  Ex'v  -}-  Fx'\ 

^=— 2AVv+BrA'+-/)— 2C).v+D().'-/.— v/')+E[),/'— vv.]+2F-/-/, 

c?=_2A).'-/— B(a'z— v-//)  +2Cv-/— D(«>'+x")— E  [—uy+y.y.']  — 2Ff/.x', 

/=  A-/"  -f  Bxx'  +  C-/  +  m/  4-  Eay.  +  Fa' .  ^ 

On  conclut  c  et  e  respectivement  de  «  et  fi?  en  changfbnt 
A,  D,  X,  ).  en  C ,  E ,  -/^  \'  et  vice  versa.  On  connaît  rcspècc  de 
la  polaire  réciproque  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus  p.  278. 
application  2.  Si  la  directrice  est  une  circonférence,  ayant 
son  centre  à  l'origine  ;  prenant  les  axes  rectangulaires,  l'é- 
quation de  cetledirectrice  estjr'  -\-^''-\-'<^  =  0;  d'où  [x = — 4  ; 
-/=:•/'  =  V  =  0  5  ).  =  )/=  —  4^  ;  on  trouve  pour  équation  en- 
veloppe de  la  polaire  réciproque  : 

{Af  +Bpq  -{-CqyC  —(Dp  -\-EqyÇ  +  F  =  0. 

L'espèce  de  la  polaire  dépond  du  signe  de  EL  (/^.  p.  278)  ; 
ce  qui  est  évident  à  priori,  car,  suivant  que  le  centre  de  la 
directrice,  qui  est  ici  l'origine,  (jst  dans  l'intérieur  de  la 
courbe  donnée,  dessus  ou  dehor^,  la  polaire  réciproque  est 
une  ellipse  ,  une  parabole  ou  une  hyperbole. 

Mêmes  données. 

-application  3.  Pour  que  l'enveloppe  soit  un  cercle, 
l'on  doit  avoir,  axes  rectangulaires  é'  =  icj^;  (P=iq/; 
de=Mjf{p.  278);  si  l'on  prend  pour  directrice  un  cercle 
décrit  d'un  foyer  de  la  conique  comme  centre,  un  calcul  fa- 
cile fait  voir  que  l'équation  de  l'enveloppe  satisfait  aux  trois 
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conditions ,  et  par  conséquent  la  polaire  réciproque  est  un 
cercle;  et  la  polaire  réciproque  d'un  cercle  par  rapport  à  un 
autre  cercle  directeur  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
centre  du  cercle  directeur,  et  pour  axe  focal  la  droite  qui 
réunit  les  centres  j^es  dfiiix  cercles. 

(  La.  suite  prochaitiement.  ) 


COMPOSITIONS  ECRITES 

des  six  séries  dans  lesquelles  on  a  partagé  les  candidats  à 
l'École  polytechnique,  à  Paris,  eniS\8  {F.  t.  YI,  p.  326)  f) 


Première  série. 

Théorie  des  limites  et  ses  applicatiojjs  à  la  géométrie. 

On  donne  une  droite,  un  point  o  sur  cette  droite  et  deux 
points  A ,  B  hors  cette  droite  ;  on  mène  une  suite  de  couples 
de  sécantes  AM,  B.VI  qui  la  coupent  en  des  points  C,  D ,  tels 
que  le  produit  oC  x  oD  est  constant  ;  trouver  le  lieu  des 
points  M. 

Poids  spécifiques ,  instruments  propres  à  les  déterminer. 

Propriétés  de  l'oxygène. 

Faire  passer  un  cercle  par  trois  points. 

Deuxième  série. 

Méthode  des  coefficients  indéterminés  et  ses  applications. 
Lieu  des  foyers  des  paraboles  égales  rnscrites  toutes  dans  le 
même  angle  droit  (t.  IH ,  p.  226  et  352). 
Baromètre  et  machine  pneumatique. 
Propriétés  de  l'oxygène. 
Intersection  d'une  sphère  et  d'un  plan. 

(*)  Examinateurs  :  MM.  Bertrand  et  Hermite  ;  Lefébure  de  Fourcy  etSerret. 
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Troisième  série. 
Similitude  des  polycfoncs  cl  des  polyèdres. 
Lieu  des  projections  du  sommet  d'une  ellipse  sur  toutes  ses 
tangentes  ;  équation  polaire  du  lieu  {F.  p.  234). 
Formules  relatives  aux  foyers  des  miroirs  et  des  lentilles. 
Propriétés  de  l'azote.  ' 
Plus  courte  distance  de  deux  droites,  dont  une  est  parallèle 

à  la  ligne  de  terre. 

Quatrième  série. 

Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur. 

Équation  polaire  de  la  courbe  suivant  laquelle  se  trans- 
forme h  section  plane  d'un  cône  quand  on  déroule  le  cône 
sur  un  plan  (t.  IV,  p.  577). 

Production,  propagation  et  réflexion  du  son. 

Propriétés  du  chlore.  ^ 

Angle  de  deux  plans,  dont  un  est  parallèle  à  la  ligne  de 

terre. 

Cinquième  série. 

Transformation  des  coordonnées. 

Lieu  des  sommets  des  triangles  semblables  à  un  triangle 
donné ,  dont  la  base  a  ses  deux  (ixlrémitcs  sur  les  deux  côtés 
d'un  angle  droit  donné  et  passe  en  outre  par  un  point  donné. 

Inclinaison  et  déclinaison  de  l'aiguille  aimantée,  clectro- 
phore. 

Propriétés  du  soufre. 

Plus  courte  dislance  de  deux  droites ,  dont  l'une  est  per- 
pendiculaire au  plan  vertical. 

Sixième  série. 

Déterminer  les  dimensions  d'un  cône  droit  dont  on  donne 
le  volume  et  la  surface  convexe. 

Résoudre  l'équation  : 

xi  4-  20J-3  —  742.r  —  8660jr  —  22875  =  0. 

Miroirs  et  lentilles  sphériqucs. 
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Intervalles  musicaux. 

Propricù's  du  carbone. 

Mener  par  un  point  donne  une  droite  parallèle  à  deux 
plans  donnes  ,  cl  construire  la  longueur  de  la  partie  de  celle 
droite  comprise  entre  le  point  donne  et  un  troisième  plan 
donné. 


GRAISD  CONCOURS  DE  1848  {F.  p.  286). 

Question  de  mathématiques  spéciales  complétée. 

Il  faut  joindre  à  l'énoncé  donné  (p.  286),  ce  qui  suit  : 
«  On  indiquera  la  méthode  à  suivre ,  et  l'on  en  fera  l'appli- 
»  cation  au  cas  suivant  : 

«  L'é:îualion  de  Tcllipse  est -^ — [-"—  =  1  ;  celle  de  la  courbe 

»  à  laquelle  TS  demeure  tangente  ,  est  or'  =  9^-  {se  cl^  dési- 
»  gnant  des  coordonnées  reclangics  relatives  aux  mêmes 
»  axes).  »  ^    ^ 

Note.  Le  Deutéronome  dit,  et  l'Evangile  répète,  que 
l'homme  ne  vit  pas  seulement  de  pain  {non  in  solo  pane  vivat 
liomo).  Si  ces  ouvragos  s'étaient  occupés  de  sciences  exactes  , 
on  y  aurait  lu  sans  doule  que  le  malhématicien  ne  vit  pas 
seulement  de  géométrie.  Pourquoi  donc,  dans  le  grand  con- 
cours, ne  s'enquière-l-on  jamais  ni  d'arilhmologie,  ni  de 
l'analyse  équalionnelle,  ni  des  deux  trigonomélries ,  ni  de 
statique?  Est-ce  qu'il  n'y  a  plus  là  matière  à  questions  à  la 
portée  des  élèves?  Et  môme,  en  faitdegéomélrie,  pourquoi 
s'en  tenir  toujours  au  rez-de-chaussée  et  condamner  z  à  une 
éternelle  nullité?  Au  temps  des  lycées,  les  compositions  em- 
brassaient les  trois  dimensions.  Dans  les  collèges,  on  a  ôlé 
une  dimension  ;  cette  amputation  semble  plus  profitable  à  la 
paresse  qu'à  la  science. 


—  318 


QUESTION  D'EXAMEN. 

Lieu  géométrique  du  centre  d'un  cercle  tangent  aux  côtés  d'un 
triangle,  inscrit  dans  und' circonférence, 

FAR  M.  ADRIEN*  I.AFOND, 

élève  du  lycée  Monge' (classe  de  M.  VINCENT). 


Théorème.  Un  triangle  inscrit  dans  un  cercle  donné  ayant 
un  angle  constant,  et  le  sommet  de  ce  même  angle  fixe  ;  le 
lieu  du  centre  du  cercle  qui  louche  les  côtés  du  triangle  est 
un  limaçon  de  Pascal.  (Paul  Serret.) 

Démonstration  {*) .  Équation  polaire.  Soit  C  le  centre  du 
cercle  donné,  ABD  le  triangle  inscrit,  B  l'angle  constant  et 
aussi  le  sommet  fixe.  Soit  O  le  centre  d'un  cercle  inscrit,  et 
H,  H'  les  points  de  conlacl  de  ce  cercle  avec  les  côtés  AD,  AB  ; 
menons  la  droite  BO  rencontrant  de  nouveau  le  cercle  donné 
enN;  prenons  le  diamètre  BOM  pour  axe  polaire;  posons 
BC  =  R;    BO  =  p;    OBM  =  co;    BN  =  p.;   AH  =  AI1'  =  P; 

1 

BH'  =  a  =  p cos-B  ;  AD  =  2c ,  menons  AN  et  DN  ;  les  trian 

glesABN,DBN  donnent: 

W=  (a  +  pf  _2pXa+  ,6)C0S^B+p.'  ; 
ÏÏN^  =  (2C  -  p  +  af  —  2p,(2c  —  p  4- a)  COS-B -f- p.*. 

Mais  AN  =  DN  ;  faisant  la  soustraction  et  divisant  par 

4(c — p),  il  vient: 

1 

p,COS-B  —  c  —  «  =  0  : 

2  . 

C)  Le  lecteur  est  prié  de  vouloir  bien  faire  la  figura. 
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or,  Pj,=  2Rcosw;  c=RsinB;  donc 

p  =  2R(a)  — sin^B),  (1) 

équation  polaire  cherchée.  Toile  est  aussi  l'équation  du 
limaçon  de  Pascal  ;  on  sait  que  cette  courbe  est  du  genre  con- 
choïde;  la  base  est  ici  le  cercle  donné,  B  le  point  fixe,  et 
OJV=BN — B0  =  2RsinB  est  la  longueur  fixe,  qu'on  porte 
en  dedans  et  au  dehors  du  cercle.  {P^oir  1. 11 ,  p.  290.) 

La  discussion  de  la  courbe  ne  présente  aucune  difficulté  ; 
la  courbe  appartient  aussi  aux  cercles  inscrits  et  ex-inscrits. 

Equation  aux  coordonnées  rectangulaires  : 

(y  +  x'—  2Rscy  —  !^R\y-\-sc')  sin'iB=  0. 

Observation.  Lorsqu'on  prend  l'angle  supplémentaire  de  B, 

1  1 

il  faut  remplacer  sin-B  par  cos-B. 

'4 

Note.  Construisant  le  cerclejK'+(-^-»2fi)'=4R'  sin-B  et 

abaissant  de  l'origine  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes, 
les  pieds  des  perpendiculaires  forment  le  limaçon  de  Pascal 
(t.  IV,  p.  426);  autrement  le  limaçon  de  Pascal  est  la  podaire 
de  l'origine  de  ce  cercle.  Tm. 


QUESTION  D'EXAMEN 

Sur  le  mouvement ,  pour  V admission  à  l'Ecole  polytechnique 
en  1848  {F.  t.  YI,  p.  401), 

__         • 

Problème,  n  courbes  situées  dans  îe  même  plan  sont  pat- 
courues  chacune  par  un  point  matériel  de  masse  connue  ;  on 
donne  la  loi  du  mouvement  de  la  projecliori  de  chacun  de  ces 
points  sur  une  droite  ;  trouver  le  lieu  géométrique  du  centre 
de  gravité  de  ces  masses. 
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Solution.  Soient  F —0,F,=0...F„=0(1)  les  équations  des» 
courbes  données;  soit  x=f't),x=fli)...cc.-fj,t),  t  désignant 
le  temps,  les  rclalions  données  du  mouvement  dos  projec- 
tions des  n  points  matériels  des  masses  m, ,  ni^...w,^;  éliminant 
a:  entre  les  équations  F,=  0  et  a:  =/,(/),  on  aura  :  y  =  o^{t)', 
de  mêmcj'  =  cp,(0.--  JK  =  ?„(0;  ^  et  ^- étant  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  des  masses  au  bout  du  temps  t,  on  aura  : 

[m,  -f  m,  -I-  ...  mJj^==m,o,{l)  +  m^^lt)  -f-  ...  m„/„(^:; 

éliminant  i^ on  a  la  relation  cherchée  cntre^r  et  jr. 

Théorème.  Un  point  matériel  décrit  une  conique,  de  telle 
manière  que  ses  projections  sur  une  droite  sont  soumises  à  un 
mouvement  uniforme;  dans  le  même  plan,  un  autre  point 
matériel  décrit  une  droite  d'un  mouvement  uniforme;  le 
centre  de  gravité  des  deux  masses  décrit  une  conique. 

Démonstration.  L'abscisse  de  la  droite  est  une  fonction 
linéaire  enlicre  du^emps  ;  donc  l'ordonnée  est  aussi  une  telle 
fonction.  L'abscisse  de  la  conique  est  une  fonction  linéaire  du 
temps  ;  donc  l'ordonnée  de  la  conique  est  une  fonction 
linéaire  du  temps,  plus  la  racine  carrée  d'une  fonction  de 
second  degré  du  temps.  Ainsi  oc  et  y  étant  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité,  on  a  .  jc=f[t);  j- =  cp'/) -{- j/o,;/)  ; 
f{t)  et  '-f(0  sont  des  fonctions  linéaires,  et  o,(0  une  fonction  du 
second  degré  ;  donc  t  est  une  fonction  linéaire  de  x ,  et  l'on  a  : 
y  =  F(x)  -\-  V^F,(.r) ,  où  F(>r)  cst  linéaire  et  F,(jc)  du  second 
degré.    G.  Q.  F.  D. 

Observation.  Dans  la  question  particulière  proposée  par 
M.  Bertrand ,  la  conique  est  une  parabole,  et  le  centre  com- 
mun de  gravité  devient  aussi  une  parabole.  Lorsque  les  deux 
vitesses  des  mouvemenls  uniformes  sont  égaler  et  de  sens  op- 
posés, la  parabole  que  décrit  le  centre  de  f,'ravité  se  change 
en  une  droilc  analytiqucmcnl  double;  évident  à  priori. 
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BIOGRAPHIE. 


WANTZEL. 

Les  sciences  malhéinatiqucs  viennent  de  perdre,  avant 
qu'il  eût  atteint  trente-quatre  ans,  un  des  hommes  sur  les- 
quels elles  pouvaient  fonder  les  plus  belles  espérances.  On 
pense  que  les  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  ,  qui  ont  reçu 
le  dépôt  de  plusieurs  de  ses  remarquables  travaux,  verront 
avec  un  vif  intérêt  une  notice  sur  ce  qui  concerne  ce  savant 
si  éminent  et  si  regrettable. 

Pierre-Laurent  Wantzel,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées, 
répétiteur  et  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  polytech- 
nique ,  membre  de  la  Société  philomathique,  naquit  à  Paris 
le  5  juin  i8l4,  de  M.  Frédéric  Wantzel,  encore  existant,  et 
de  Marie  Aldon-Beaulieu,  qui  a  précédé  son  fils  de  six  mois 
dans  la  tombe.  Son  père,  d'une  famille  de  banquiers  de 
Francfort-sur  le-Mein ,  que  les  guerres  de  1798  avaient 
obligé  do  venir  chercher  l'existence  à  Paris,  s'était  armé, 
trois  mois  avant  la  naissance  de  son  fils,  pour  défendre,  dans 
les  rangs  de  la  vieille  garde  impériale,  le  territoire  envahi 
de  sa  patrie  adoptive.  Rentré  sept  ans  après  dans  la  vie  ci- 
vile, où  il  occupe  depuis  cette  époque  la  place  de  professeur 
de  mathématiques  appliquées  à  l'École  spéciale  du  com- 
merce ,  M.  Wantzel  père  avait  retrouvé  sa  femme  et  ses  en- 
fants à  Écouen  près  Paris ,  où  son  beau-père  possédait  une 
propriété. 

Déjà  la  haute  intelligence  de  Laurent  Wantzel  se  révélait, 
Placé  chez  l'instituteur  primaire  d'Ecouen ,  qui  était  en  même 
temps  arpenteur,  il  montrait,  avec  une  grande  mémoire , 

Ans.  db  M«ithkm.  Vil,  -^1 
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«ne  merveilleuse  aplilude  pour  les  mathématiques,  dont  il 
lisait  les  livres  avec  une  extrême  avidité.  Il  dépassait  bientôt 
son  maître ,  qui  recourait  au  petit  Wantzel ,  à  peine  âgé  de 
neuf  ans,  lorsqu'il  avait  à  faire  quelque  arpentage  difficile. 

Entré  en  novembre  1826,  à  douze  ans  et  demi,  à  l'Ecole 
des  Arts  et  Métiers  de  Châlons ,  alors  dirigée  par  un  géo- 
mètre bien  capable  de  l'apprécier,  feu  M.  Bobilier,  il  était 
bientôt  licencié  (avril  1827)  avec  toute  l'école,  pour  une 
révolte  à  laquelle  son  caractère  méditatif  et  paisible  avait  dû 
le  détourner  de  prendre  aucune  part  :  aussi  était-il  inscrit  le 
premier  sur  la  liste  de  réorganisation  en  octobre  suivant. 
Mais  il  ne  se  sentait  aucun  goût  pour  les  travaux  manuels 
auxquels  tous  les  élèves  de  cette  école  étaient  désormais  as- 
treints, et  il  sollicitait  éloquemment,  dans  ses  lettres  à  son 
père,  une  éducation  plus  scientifique. 

La  communication  qui  fut"  donnée  de  cette  correspondance 
remarquable  à  M.  Lievyns  décida  son  entrée ,  le  28  mars 
1828 ,  dans  l'institution  dont  cet  homme  honorable  était  chef, 
rue  Boucherat,  à  Paris.  C'est  le  même  qui,  quatorze  ans 
plus  tard,  lui  donna  la  main  de  sa  fille  aînée.  Il  se  chargea 
lui-même  d'enseigner  les  langues  grecque  et  latine  à  son 
nouvel  élève  qui  n'en  possédait  pas  les  premiers  rudiments; 
et,  grâce  à  ses  paternelles  et  habiles  leçons,  Wantzel ,  dont 
l'ardeur  et  le  courage  ont  toujours  égalé  l'intelligence,  était 
admis  six  mois  après  à  suivre  une  classe  de  seconde  du 
collège Charlemagne.  Deux  accessit,  l'un  de  vers  latins  dans 
cette  classe ,  l'autre  de  version  grecque  un  an  après  en  rhé- 
torique ,  témoignent  assez  que  cette  admission  ne  fut  point 
une  affaire  de  faveur. 

Ses  progrès,  comme  on  peut  le  penser,  n'étaient  pas  moins 
rapides  dans  les  sciences,  sous  la  savante  direction  de 
M.  Blanchct,  alors  répétiteur  dans  l'institution  Lievyns,  et 
aujourd'hui  inspecteur  général  de  l'Universilé.  Los  succès 
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le  pria,  en  1829,  de  corriger  les  épreuves  d'une  nouvelle 
édition  de  son  Traité  d'arithmétique,  et  introduisit  précieu- 
sement, dans  ce  livre  très-répandu,  une  démonstration  duc 
à  Wanlzel,  ralors  âgé  de  quinze  ans,  d'un  lemme  sur  lequel 
tout  le  monde  se  basait  depuis  longtemps  dans  la  pratique 
de  l'extraction  de  la  racine  carrée,  mais  qui  n'avait  pas  en- 
core été  démontré. 

Élève  de  philosophie  en  1831 ,  il  obtenait ,  cette  année,  le 
premier  prix  de  dissertation  française  au  collège  Charlemagne 
et  le  deuxième  prix  de  disscrîation  latine  au  concours  géné- 
ral des  collèges  de  Paris  ;  et ,  l'année  suivante ,  il  remportait 
au  concours  général,  comme  à  son  collège,  les  premiers  prix 
de  mathématiques  spéciales  et  de  physique,  A  la  même  épo- 
que (183-2)  il  était  reçu,  à  dix-huit  ans^  le  premier  à  l'École 
polytechnique  et  le  première  l'Ecole  normale  (section  des 
sciences) ,  double  succès  inconnu  jusqu'à  lui. 

Le  souvenir  de  son  passage  par  l'École  polytechnique  s'y 
est  conservé  par  une  glorieuse  tradition  ,  tant  fut  grande 
l'impression  qu'y  laissèrent  la  supériorité  de  son  esprit  et  la 
noblesse ,  la  franchise ,  la  bienveillance  de  son  caractère. 

Sorti  en  183i  ,  dans  les  ponts  et  chaussées,  il  fut  envové 
en  1835  dans  les  Ardennes,  comme  élève  en  mission,  et  en 
1836  dans  le  Berry.  Mais,  après  sa  dernière  année  d'école 
spéciale,  il  ne  voulut  plus  quitter  les  spéculations  de  la 
science.  11  disait  gaiement  à  ses  amis  qu'il  ne  ferait  qu'un 
médiocre  ingénieur,  il  préférait  l'enseignement  des  malhé- 
maliques,  qu'il  professait  longtemps  déjà  avant  de  quitter 
les  bancs,  et  qu'il  professa  encore  quelques  jours  avant  f^a 
mort.  Il  demanda  donc,  en  1837,  un  congé  indéfini ,  renon 
çant,  quoique  sans  fortune ,  à  tout  traitement ,  et  bi^n  résolu 
à  donner  sa  démission  si  le  congé  était  refusé.  Le  chef  de  son 
administration, M, Legrand,  n'eut  garde  de  perdre  un  pareil 
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homme.  Il  le  chargea ,  pour  pouvoir  lui  conserver  une  partie 
de  ses  appointcmenls^  d'anal vser  quelques  ouvrages  écrits 
en  langue  allcmantlc ,  que  son  père  lui  avait  apprise  dans 
une  de  ses  vacances  ;  il  lui  donna,  en  mai  1840,  le  grade 
d'ingénieur,  et  l'attacha  à  l'Ecole  des  ponts  et  chaussées  à  la  fin 
de  1844,  comme  répétiteur  du  cours  de  mécanique  appliquée. 

Cependant  l'École  polytechnique  l'inscrivait,  en  1838 
(20  novembre),  au  nombre  de  ses  répétiteurs  d'analyse,  et 
il  était  chargé  en  1843,  au  décès  de  M.  Reynaud,  des  exa- 
mens d'admission.  Il  faisait  le  cours  de  malhcmaliqucs  spé- 
ciales dans  les  institutions  deW.  Massin  et  de  M.Verdot  (suc- 
cesseur de  M.Lievyns),  et  des  interrogations  périodiques 
dans  plusieurs  autres.  11  suppléait  souvent  les  professeurs 
de  mathématiques  et  de  physique  du  collège  Charlemagne. 
De  nombreux  élèves  venaient  chez  lui  recevoir  des  leçons 
particulières. 

Son  enseignement,  au  dire  de  tous,  portait  un  cachet  par- 
ticuher  de  netteté,  de  fermeté,  de  lucidité  et  d'agrément. 
Personne  ne  savait,  avec  plus  de  douceur  et  de  patience, 
obtenir  de  ses  auditeurs  un  silence  plus  attentif.  11  était  tou- 
jours compris,  malgré  la  rapidité  de  son  exposition  ,  l'ori- 
ginalité de  ses  méthodes  ,  et  la  volubilité  de  sa  parole ,  dont 
le  ton  ne  s'élevait  jamais.  Une  objection  imprévue ,  une  diffi- 
culté malicieusement  proposée,  était  à  l'instant  résolue-, 
aussi  ses  élèves  l'adoraient  et  le  vénéraient.  Dans  les  exa- 
mens, il  était  devenu  en  quelque  sorte  proverbial  pour  l'im- 
partialité aussi  consciencieuse  qu'éclairée  :  si  quelques  can- 
didats le  redoutaient,  c'est  qu'ils  n'étaient  pas  sûrs  d'eux- 
ménics,  et  que  l'on  savait  qu'a\ec  lui  rien  n'éiait  donné  au 
hasard.  11  se  récusait  loyalement  pour  peu  qu'il  les  connùl. 

Dans  ses  tournées ,  il  examinait  dix  et  douze  heures  par 
jour,  bien  que  déjà  malade.  En  général ,  on  peut  lui  repro- 
cher d'avoir  été  trop  rebelle  aux  conseils  de  la  prudence  et 
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de  l'amitié.  Il  travaillail  ordinairement  le  soir,  no  se  couchant 
que  bien  avant  dans  la  nuit ,  lisait  ensuite,  et  ne  dormait  que 
quelques  heures  d'un  sommeil  agité,  faisant  alternativement 
abus  de  café  et  d'opium;  ne  f)renant  ses  repas,  jusqu'à  son 
mariage,  qu'à  des  heures  mal  réglées.  Il  se  fiait  sans  mesure 
à  une  constitution  naturellement  très  forte ,  à  laquelle  il  fai- 
sait braver  à  plaisir  tous  les  genres  d  épreuve.  Il  en  a  triste- 
ment fait  porter  la  peine  à  ceux  qui  pleurent  sa  fin  pré- 
maturée. 

Nous  donnerons  plus  bas  la  note  à  peu  près  complète  de 
ses  travaux.  Ces  travaux  sont  importants  sans^oute.  Ils 
portent  presque  tous  l'empreinte  de  sa  haute  supériorité  ;  plu- 
sieurs constituent  un  vrai  service  rendu  à  la  science.  Mais , 
disons-le,  ils  ne  sont  pourtant  pas  en  rapport  avec  ce  qu'il 
était  permis  d'attendre  de  son  imagination  active,  de  son  ex- 
trême facilité,  de  sa  connaissance  étendue  et  profonde  des 
mathématiques  pures.  On  a  attribué  celte  sorte  de  mécompte 
à  la  tournure  métaphysique  de  son  esprit  :  je  crois  qu'il  est 
dû  plutôt  à  l'irrégularité  de  sa  manière  de  travailler,  à  1'  x- 
cès  des  occupations  où  il  s'était  engagé,  au  mouvement  con- 
tinuel et  pour  ainsi  dire  fébrile  de  sa  pensée,  et  à  l'abus 
même  de  sa  facilité.  Wantzel  improvisait  plus  qu'il  n'èlabo 
rait  :  il  ne  se  donnait  probablement  pas  le  loisir  ni  le  calme 
nécessaires  pour  rester  longtemps  sur  un  même  sujet.  Tout 
porte  à  penser  que  s'il  eût  vécu  quelques  années  encore ,  il 
eût  modiûé  ce  régime,  et  que,  mettant  enfin  sérieusement 
en  œuvre  les  matériaux  accumulés,  il  eût,  par  des  travaux 
suivis  et  d'une  haute  portée,  pris  dans  le  monde  savant  la  place 
que  lui  assignait  son  génie  mathématique. 

Mais,  si  occupé  qu'il  fût ,  il  avait  toujours  du* temps  de 
reste  quand  il  était  question  d'obliger.  Un  ami  lui  soumet- 
tait-il une  difficulté  ,  un  problème,  le  lendemain  ne  se  pas- 
sait pas  sans  en  recevoir  la  solution  complète ,  ou  la  preuve 
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irréfragable  que  lo  problème,  mal  posé  ,  élail  sans  solution. 

La  convorsaiion  de  Wanlzel  élail  animée ,  rapide  et  jamais 
oiseus  '.  Un  interlocuteur  dont  il  se  croyait  compris  pouvait 
la  prolonger  à  volonté.  11  aimait  cependant  le  silence,  et  le 
gardait  striclemenl  plutôt  que  de  parler  pour  ne  rien  dire.  Il 
était  éminemment  contiadicleur,  mais  sans  passion ,  et  jamais 
sa  contradiction  ne  désobligeait;  comme  elle  ne  pc^rlait  point 
sur  des  mots ,  elle  tendait ,  jusque  dans  ses  paradoxes ,  à 
éclairer,  en  les  soulevant ,  de  nouvelles  faces  des  questions  , 
et  on  le  voyait  abandonner  sa  première  opinion  au  point 
d'entrer  quelquefois,  avec  bonhomie,  dans  votre  sens  autant 
que  vous-même.  Plein  de  déférence  et  d'aménité,  c'était  un 
de  ces  hommes  rares  qui  disent  tout  sans  blesser,  qui  n'ont 
pas  le  temps  de  j)enser  mal  de  personne  et  qui ,  respectant 
tout  le  monde ,  sont  respectés  et  aimés  de  tous.  Ses  lettres 
étaient  pleines  de  convenance  et  de  modestie. 

Son  érudition  variée  devenait  expansive  lorsqu'on  la  pro- 
voquait. Passionné  pour  la  musique  quoique  à  peine  musi- 
cien ,  il  raisonnait  conlre-point  avec  les  plus  savants  compo- 
siteurs. Il  avait  étudié  avec  une  sorîe  d'acharnement ,  avant 
cl  après  son  entrée  à  l'Ecole  polytechnique  ,  les  philosophes 
allemands  et  écossais  de  la  (in  du  dernier  siècle  ,  cl  les  éclec- 
tiques français  du  nôtre  ;  il  avait  médité  Gœlhe  ,  et  il  sélait 
même  laissé  surprendre  par  les  auleur.<  modernes  des  romans 
français  dits  de  mœurs.  IVIa  ssa  haute  raison  lui  faisait  sentir 
bientôt  le  vide  des  doctrines  purement  humaines. 

On  me  saura  gré,  je  pense  ,  de  donner  quelques  détails 
sur  ses  senlimenls  en  religion. 

Enfant  de  chœur  à  Ecouen  où  s'était  faile  sa  première 
communion,  Wanlzel  avait  conservé  une  ferveur  de  piété 
extraordinaire  à  l'école  de  Cliàlons  et  (lar)s  la  pension  de 
M.  Lievyns ,  où  l'instruction  religieuse  était  donnée  par 
M.  l'abbé  Berlin ,  du  clergé  de  Sl-Paul-St-Luuis.  Lu  moindre 
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faute,  quelquefois  imaginaire,  qu'il  croyait  avoir  à  se  re- 
procher, tourmentait  sa  conscience  scrupuleuse  jusqu'à  ce 
qu'il  l'eût  soulagée  dans  le  sein  de  ce  charitable  directeur, 
qu'il  aima  toute  sa  vie  avec  tendresse ,  et  auprès  duquel  il 
venait  passer  une  ou  deux  heures  par  jour  pendant  ses  ma- 
ladies. 11  continua  à  pratiquer  ostensiblement ,  et  avec  assi- 
duité ,  pendant  sa  première  année  d'Ecole  polytechnique, 
tous  les  préceptes  catholiques,  sans  s'inquiéter  des  plaisan- 
teries qu'il  bravait ,  mais  qui ,  suivant  son  père,  ne  laissaient 
pas  de  le  faire  souffrir.  Tout  à  coup  ,  à  l'âge  d'un  peu  plus  de 
dix-neuf  ans,  les  sentiments  panthéisliques  et  sceptiques, 
jusque-là  réprimés,  l'emportèrent,  et,  bientôt,  dans  cette 
voie  nouvelle,  sa  pensée  et  sa  vie  ne  surent  plus  s'arrêter.... 
Il  soutenait ,  en  1835  ,  contre  M  H****,  ingénieur  à  Charle- 
ville ,  des  discussions  à  outrance  ;  il  ne  voyait  plus  M.  Bertin 
que  pour  le  combattre  avec  des  arguments  puisés  dans  ses 
lectures  plus  que  dans  ses  propres  idées. 

A  cette  période  de  passion  succéda  une  époque  d'indiffé- 
rence. Mais  ce  dernier  état  était  trop  peu  dans  sa  nature 
pour  qu'il  pût  s'y  tenir.  La  foi  revint  en  lui  à  l'époque  de 
son  mariage.  Le  retour  fut ,  quelques  moments  ,  complet  et 
pratique  :  il  y  avait  sans  doute  été  préparé  par  l'audition 
sérieuse ,  à  Notre-Dame ,  des  conférences  des  PP.  Lacordaire 
et  de  Ravignan,  qu'il  goûtait  beaucoup,  surtout  le  second. 
Plus  tard ,  cxprimaiit  à  M.  Bertin  son  regret  de  se  trouver 
encore  si  faible  et  si  mal  disposé ,  il  venait  lui  demander  des 
messes,  et  la  consécration  à  la  sainte  Vierge  des  enfants  qui 
lui  naissaient. 

Enfin  ,  douze  ou  quinze  jours  avant  sa  mort,  ayant  ren- 
contré M.  l'abbé  Bertin,  il  l'accompagna  chez  lui,  lui  dit 
son  départ  fixé  au  lendemain  pour  le  Midi ,  s'occupa  longue- 
ment avec  lui  de  sa  coiiscience ,  et  se  recommanda  à  ses 
prières  au  saint  sacrifice....  Les  doutes  étaient  dissipés,  et 
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toas  les  sentiments  du  jeune  âge  étaient  revenus  dans  cet 
esprit  mûri  par  la  réilexion  et  la  souffrance.  Son  respectable 
ami ,  lo  croyant  parti ,  n'alla  point  le  visiter  :  il  espère  bien 
lo  revoir  dans  un  meilleur  séjour. 

Son  voyage  en  Languedoc  n'eut  pas  lieu.  Il  eût  été  inutile. 
Le  mal  avait  trop  profondément  déjà,  depuis  six  mois  ,  miné 
sa  poitrine.  Il  ne  put  plus  quitter  sa  chambre ,  et  il  succomba 
le  21  mai  1848,  dans  un  moment  où  un  faux  espoir  venait 
de  renaître  dans  son  entourage.  Ses  traits ,  calmes  et  sereins, 
aussitôt  recueillis,  étaient  empreints  de  douceur  et  de  génie, 
et  d'une  beauté  inaccoutumée. 

Il  était  marié  depuis  le  21  février  1842  à  la  fllle,  âgée 
à  peine  de  dix-sept  ans,  de  son  ancien  maître  M.  Lievyns, 
dont  la  maison  est  si  Gère  de  l'avoir  eu  pour  élève.  Elle  lui 
a  donné  deux  filles.  Une  lettre,  aussi  naïve  que  touchante, 
de  cette  jeune  veuve  à  IM.  AVanIzel  père,  sur  son  bonheur 
constant  de  six  années  ,  prouve  que  celui  que  nous  regrettons 
n'était  pas  moins  doué  des  qualités  qui  font  la  joie  et  la  paix 
de  l'intérieur  d'une  famille  que  de  celles  qui  font  le  bon  ami 
et  l'homme  utile  à  la  société.  Puisse  ce  faible  témoignage 
apporter  quelques  moments  de  consolation  à  la  douleur  d'une 
telle  perle. 
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détermination  de  la  ûgure  d'équilibre  d'une  masse  fluide  en 
rotation  et  soumise  à  des  forces  attractives.  Le  but  est  de  ren- 
dre rigoureuse  la  seconde  méthode  de  Laplace  relative  à  cette 
question. 

Comptes  rendus  de  V Académie. 

â'sem.  1842,  p.  732.  Remarques  à  l'occasion  d'un  mémoire 
de  M.  Maurice  sur  l'invariabliité  dés  grands  axes. 

2e  sem.  1843,  p.  1140.  Nouvelles  expérieiîces  sur  l'écou- 
lement de  l'air  déterminé  par  des  dilïérenccs  de  pression  con- 
sidérables (conjointement  avec  M.  de  Saint- Venant). 

Ibid.^  p.  1191.  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations 
dilîérenlielles  linéaires  au  moyen  des  intégrales  définies.  L'au- 
teur applique  aux  équations  différenliellesune  méthode  dont 
Laplace  s'est  servi  pour  les  équations  aux  différences  finies. 

1"  sem.  1844 ,  p.  1 1 97  (24  j uin) .  Note  sur  l'intégration  des 
équations  de  la  courbe  élastique  à  double  courbure.  Dans 
celte  note  remarquable ,  ouvrage  de  quelques  heures ,  il 
simplifie  et  complète  la  solution  de  M.  Binet ,  dont  un  ex- 
trait venait  de  paraître  (Comptes  rendus,  17  juin,  p.  1113. 
VoYoz  aussi  1"  juillet ,  2^  sém.,  p.  1).  Comme  conséquence, 
Wiititzel  a  montré  pour  la  première  fois  ,  dans  une  commu- 
nication inédite  laite  à  la  Société  philomalhique  le  29  juin 
(citée  par  M.  de  Saint-Venant  au  compte  rendu  de  l'Aca- 
démie, 15  juillet,  p.  148),  que  la  courbe  aîTeclé';'  par  l'axe 
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d'une  verge  élastique  primilivemonl  cylindrique,  sollicitée 
par  un  couple ,  est  nécessairement  une  hélice. 

2*  sem.  1845,  p.  366.  JXote  sur  récoulcment  de  l'air. 

1"  sem.  1847,  p.  430.  Note  sur  la  théorie  des  nombres  com- 
plexes à  l'occasion  du  mémoire  de  M ,  Lamé  sur  le  théorème 
de  Fermât. 

1"  sem.  1848,  p.  600  (posthume).  Mémoire  sur  la  théorie 
des  diamètres  rectilignes  des  courbes  quelconques.  Wantzel 
parvient  à  cette  proposition  :  Les  diamètres  rectilignes  d'une 
même  courbe  appartiennent  à  une  conique  dans  laquelle  ils 
correspondent  aux  mêmes  cordes,  et  forment  avec  son  con- 
tour des  secteurs  équivalents.  L'auteur  indique  aussi  le 
moyen  de  former  l'équation  générale  des  courbes  qui  ont  n 
diamètres ,  et  même  des  courbes  autres  que  les  coniques  qui 
ont  un  nombre  infini  de  diamètres  rectilignes. 

Société philomathique  {nouveau  Bulletin). 

14  janvier  1843.  ]\ote  sur  les  incommensurables  d'origine 
algébrique. 

11  février.  Sur  la  surface  dont  l'aire  est  un  minimum. 

27  mai.  Etat  d'équilibre  des  températures  dans  un  c  ylindre 
de  forme  quelconque,  obtenu  dans  chaque  cas  au  moyen  de 
divers  systèmes  de  surfaces  isothermes. 

11  janvier  1845.  Sur  la  résolution  des  équations  algé- 
briques por  des  radicaux. 

6  décembre.  Démonstration  purement  algébrique  de  l'iiM- 
possibilité  d'exprimer  les  racines  d'une  équation  algébrique 
par  des  fonctions  transcendantes. 

6  février  1847.  Remarques  sur  la  forme  par  laquelle 
M.  Cauchy  développe  une  fonction  suivant  la  puissance  de  la 
yariable. 

^0  novembre.  Recherches  sur  les  diamètres  rectilignes  des 
courbes. 
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Nouvelles  annales  de  mathématiques. 

Tome  II,  p.  117-127,  1843.  Classification  des  nombres  in- 
commensurables  d'origine  algébrique.  • 

Tome  III,  p.  325-329,  1844.  Note  sur  les  racines  com- 
plexes des  équations  et  sur  les  facteurs  des  polynômes  algé- 
briques. 

Tome  IV,  57-65,  1845.  De  l'impossibilité  de  résoudre 
toutes  les  équations  algébriques  avec  des  radicaux. 

On  espère  trouver  dans  ses  papiers  d'autres  travaux ,  entre 
autres  la  communication  inédite,  faite  à  la  Société  philoma- 
thique  ,  de  la  sommation  d'une  classe  de  séries ,  par  le  calcul 
des  résidus.  Saint-Veinant. 


THEOREME  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE. 

FAR  BI.  OSSIÂISI  BOSJDiTET. 


Le  théorème  de  M.  Scrreî,  dont  j'ai  donné  une  démons- 
tralion  analytique  dans  le  iume  précédent  de  ce  Journal , 
n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  relatif  à  toutes  les 
surfaces  gauches  du  second  degré,  et  qui  s'enoiice  aïiM  -. 

«  Dans  toute  surface  gauche  du  second  degré,  lo  somme 
»  des  distances  des  diflerenls  points  d'une  môme  ligne  de 
»  courbure  à  une  trajectoire  orthogonale  quelconque  des  gé- 
»  nératrices  rrctilignes  du  premier  système  et  à  une  trajec- 
»  toire  orthogonale  quelconque  des  génératrices  rectilignes 
»  du  second  système  ,  a  constamment  la  même  valeur.  » 

La  démonstration  de  ce  dernier  théorème  est  d'ailleurs 
d'une  extrême  faciiilé.  Soit,  en  effet,  Amh  une  ligne  de 
courbure  d'un  hyperboloiùe  ou  d'un  paraboloïde  gauche, 
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CD  une  Irnjocfoirc  orthogonale  des  génératrices  rcctilig:nes 
du  premier  système,  et  C,D,  une  trajectoire  orthogonale  des 
génératrices  rectiligncs  du  second  système.  Prenons  sur  AmB 
deux  points  infiniment  voisins  m  tt  m\  et  menons  les  géné- 
ratrices rectiligncs  vin,  wn,,  in'n\  tn'n\ ,  qui  répondent  à  ces 
points,  il  faut  prouver  que 

rn/i  -\-  mn^  ==  r/i'n'-\-  ni  n\. 

Or,  prenons  sur  nlm'  une  longueur  n'p  égale  à  nin  ,  et  sur 

/w«,  une  longueur  «,/>,  égale  à  /«'«',,  puis  joignons  m/?' et 

m^, ,   les    deux   triangles   mm'p'  et  mni'p,  seront  égaux, 

comme  rectangles  et  ayant  mm'  commun  et  l'angle  mm'p 

égala  l'angle  m'mp,^  puisque,  d'après  une  propriété  bien 

connue  ,  la  ligne  de  courbure  fait  en  chaque  point  des  angles 

égaux  avec  les  génératrices  rectiligncs  qui  y  passent  ;  de  là 

résulte  : 

m'p'  =  mp^ , 
et  par  suite  : 

mn  -\-  mn,  =  m'n'-{-  m'n\.  C.  Q.  F.  D 

SUR  LES  NORMALES  AUX  CONIQUES. 

PAR  E.   CATAZ.AN. 


Parmi  les  diiTérenles  méthodes  que  l'on  peut  employer 
pour  mener,  d'un  point  donné,  une  normale  à  une  conique 
donnée,  il  en  est  une  qui  exige  seulement  Vemploi  de  la  règle 
et  du  compas.  Celte  méthode,  trop  peu  connue,  a  été  indi- 
quée, il  y  a  cent  sorxantc-dix  ans,  par  delà  Ilire,  célèbre 
géomètre  français  (*).  J'ai  cru  faire  une  chose  utile  en  la  re- 
produisant avec  quelques  simplifications. 


(*)  Nouveaux  ÉlcmenlB  deb  coniques  ;  i679 
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1.  Supposons  que  la  conique  soil  une  ellipse  :  les  nor- 
males abaissées  sur  celte  courbe  par  un  point  (/?,  q)  pris  dans 
son  plan  seront  déterminées  par  les  équations 

«=Y'+ 6^X  =  a'6%  (1) 

c^XY  —  a-pX  +  b'q\  =  0  ;  (2) 

lesquelles  donnent,  par  l'élimination  de  Y  : 

ce  C  *' 

2.  Afin  do  construire  les  racines  de  cette  équation,  es- 
sayons de  combiner  l'ellipse  donnée  avec  un  cercle. 

L'équation  de  ce  cercle  sera  : 

et  si  l'on  cherche  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  ces 
deux  courbes ,  on  trouvera  qu'elles  çont  fournies  par  l'équa- 
tion 

:c4_4^«a:3+2^  [2(aV-f  iy)4-cT]a:'— 4^'  k'ax 

(5) 

dans  laquelle 

3.  Maintenant ,  pour  ramener  l'équation  (3)  à  l'équation 
(5) ,  posons  X  =  mx ,  et  identifions  j  il  viendra  : 

Ces  relations  déterminent  facilement  a,  p,  R  et  w.  En 

effet ,  la  première  cl  la  troisième  donnent  h'^  = r. 

m 
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On  lire  onsuile  de  la  qualrième,  3'=  — ; — -—.  Puis,  de 
la  seconde  : 

Wq^  -f-  C 


-'  =  9^^-  (6) 


Cette  formule  doime  pour  m  deux  valeurs  réelles,  égales 
et  de  signes  contraires  :  comme  m  est  un  rapport ,  on  peul 
convenir  de  prendre  seulement  la  valeur  positive*.  Alors 


2  V   ay 


4  1 


(7) 


'2bVap'-\-  à 
VC  =  a^+  p'-f-  b'^  cm\  (9) 

Le  centre  et  le  rayon  de  la  circonférence  étant  connus ,  si 
l'on  construit  celte  circonférence,  et  que  l'on  multiplie  par 
m  1rs  abscisses  des  points  communs  aux  deux  courbes ,  on 
connaîtra  les  abscisses  des  pieds  des  différentes  normales 
menées  à  l'ellipse  par  le  point  donné. 

4.  Si  l'on  pose  /=  —,    ^  =  — ,  on  obtient  : 

et  ces  dernières  valeurs  se  construisent  assez  simplement. 
Supposons <2/?=i!'^.  Alors  m=\,  a=-,  p  =  ±:— K/'+c\ 

R'  =  a'-l-[î'-|-rt'.  En  même  temps,  1<'S  équations  (3)  et  (5)  ont 
les  mêmes  racines  ;  et  par  conséquent ,  s»  dam  le  plan  d'une 
ellipse  on  prend  un  point  tel  que  ses  distances  aux  deux  axes 
soient  en  raison  inverse  des  grandeurs  de  ces  axes ,  les  pieds 
des  différentes  normales  menées  à  l'ellipse  par  ce  point  seront 
situés  sur  une  même  circonférence. 


m  := 


-  .'535  - 

Il  ne  faut  pas  oublier  que  le  p  mil  fournira  quatre  nor- 
males ,  seulement  quand  il  sera  dans  l'intérieur  de  la  déve- 
loppée de  l'ellipse ,  laquelle  a  pour  équation  : 

6.  Si  le  point  est  à  l'intersection  de  cette  développée  et  de 


c 


la  droite  représentée  par  ap=  bq,  on  aura  ûj}  =  bq  = 

2I/2 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation  (3)  devient  : 

A* A^ aX  -\ —  X =0- 

K2  ^^  V/2  8 

Posons  X=— f,  d'où  2^*— 2^^—3^4-4^  —  1  =0. 
V/2 


l+\/3. 


Cette 

équation  9 

1  pour 

racines  : 

^.  =  1 

,    ^=1 

,          ^3   = 

-I  +  V/3 

2 

donc 

x.  =  x 

a 

x,= 

-i+K3 

a 

A^  = a. 


Les  valeurs  correspondantes  de  Y  sont,  ainsi  qu'il  est  aisé 
de  s'en  assurer  : 

Ij                 1  _l  1/3                  1  _  |/q 
Y— Y— —       Y  =      '  b       y—- —b 

' —  ^ —         1/-'  '  1/-         '       ^~  t  y-       ' 

V2  2K2  2K2 

Ici ,  le  point  donné  étant  situé  sur  la  développée  de 
l'ellipse ,  les  quatre  normales  se  réduisent  à  trois  ;  et  la 
circonférence  qui  passe  par  leurs  pieds  est  tangente  à  l'el- 
lipse au  point  (X,  ,  Yj.  On  peut  remarquer,  de  plus,  que 

X,-[-X,+  X3  =  0,  Y.4- Y,^-|-Y3  =  0;  par  conséquent,  le 
triangle  formé  par  les  pieds  des  trois  normales  a  pour  centre 
dp  gravité  le  rentre  de  V ellipse. 
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7.  Les  mêmes  considérations  s'appliqueraient  au  cas  de  la 
normale  à  l'hyperbole  ,  et  plus  généralement  à  la  construc- 
tion des  racines  de  l'cqualion  du  quatrième  degré.  Ainsi ,  on 
peut  construire  les  racines  d'une  équation  du  quatrième  degré , 
à  l'aide  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole  donnée  et  d'un  cercle. 

8.  Revenons  au  cas  de  l'ellipse.  Au  lieu  de  considérer 
l'hyperbole  représentée  par  l'équation  (2) ,  on  pourrait  se 
proposer  de  construire  les  droites  qui  passent  par  les  pieds 
des  différentes  normales,  prises  deux  à  deux.  Pour  cela, 
multiplions  l'équalion  (1)  par  un  facteur  indéterminé  X ,  et 
ajoutons  à  l'équation  (2) ,  nous  aurons  : 

Xa'Y'+c^XY  -f  WX'—  a'pX  +  ^^'^X  —  Xa'6'=  0,     (10) 

équation  d'un  lieu  passant  par  les  pieds  des  différentes  nor- 
males. Cette  équation  ,  comparée  à 

AY^+BXY  +  CX'4-DY  +  EX4-F=0,       (11) 

donne  : 

A=Xa',  ^—c\  C  =  'kO\  B=  —  ciy,  E  =  b'q,  F=  —  'ka''ù\ 

Or,  pour  que  l'équation  (11)  représente  le  système  de 
deux  droites  concourantes ,  il  faut  que  l'on  ait 

(13D  —  2AE)'  =  (B'—  4AC)  (D'—  4AF) , 
ou  AE'4-BT  +  CD'— BDE  — 4ACF  =  0, 

ou  enfin 

v+"y+'%-'\+p^=o.     (12) 

Telle  est  la  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  le  facteur  X 
pour  que  l'équation  (10)  représente  deux  droites.  Cette  re- 
lation, nécessaire,  n'est  cependant  pas  suffisante  :  il  faut 
encore  que  l'on  ait  B' — 4Ac>>  0.  Or,  il  est  facile  de  recon- 
naître que  les  racines  réelles  de  l'équation  (12)  sont  comprises 

entre  -\ r  et  -      ,  ;  donc  >'<  --—  ,  c^—  4a'Z>T  >  0  j 
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ou,  d'après  les  valeurs  de  A,  B,  C,  B'— 4AC>0.  Il  est 
donc  cerlain  que  chaque  valeur  réelle  de  l ,  tirée  de  l'équa- 
tion (12) ,  fournira  un  système  de  droites  concourantes  pas- 
sant par  les  pieds  des  normales  menées  du  point  donné  à 
l'ellipse  donnée. 

9.  Si  l'équation  (12)  a  ses  trois  racines  réelles ,  il  y  aura 
trois  systèmes  de  droites  passant  par  les  pieds  des  normales  ; 
c'est-à-dire  que  ces  droites  formeront  un  quadrilatère  com- 
plet avec  ses  deux  diagonales ,  et  qu'il  y  aura  quatre  nor- 
males ,  etc. 

10.  La  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  l'équation 
(12)  est  : 

{ay'-\-  by—  c^)5-f  21a'b'cyq'<  0.  (13) 

Pour  tous  les  points  situés  intérieurement  à  la  développée 
de  l'ellipse ,  on  a  : 

d'où ,  en  élevant  les  deux  membres  à  la  troisième  puissance  : 

^y  +  by-  c*+  3  {abpqfHapyJr  i^qf]  <  0  ; 
et ,  à  plus  forte  raison  : 

ay-\-  bY—  c*4-  3{abpqyc~<  0  ; 

condition  qui  rentre  dans  (13).  Donc  cette  dernière  exprime 
que,  par  tout  point  intérieur  à  la  développée  de  l'ellipse,  on 
pourra  mener  quatre  normales  à  cette  courbe,  etc. 

1 1 .  Remarquons  enQn  que  ce  qui  précède  donne  le  moyen 
de  ramener  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré  à 
celle  d'une  équation  du  troisième. 


KHH,  DB  MATHâU,    VU. 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA.  QUESTION  189  (p  298), 


PAa  M.  JERSTAIS, 

de  Londres. 


Soient  ï=/(x,  y)\  u=:F{x,y)]  d'où  x  =  <f(u,t)i 
y  =  ^u,  t);onai'. 

i/'xP'y  -f'yF'a:Wtyu-'M't)  =  1  5 

f'x  est  la  dérivée  de/(x)  par  rapport  à  jr,  et  ainsi  des 
autres.  (Mobius  ) 

L'élément  différentiel  dtdu,  transformé  en  x  et  j^,  de- 
vient, comme  l'on  sait,  {f'xF'y—f'yP'x)dxdy;  et  de  même, 
si  l'on  veut  revenir  de  celte  dernière  expression  aux  va- 
riables primitifs  «  et  w,  il  faudra  substituer  pour  dxdy^ 
,j,',,j>'„  —  «j)V]''()^"^^  ;  d'où  il  s'ensuit  évidemment  que 

(/'xF'y  —fyYœ)['^f\\  -  iu\'t)  =  1 .      C.  Q.  F.  D. 

ISole.  M.  Loxhay  (  de  Bruxelles )  a  adressé  une  solution 
entièrement  conforme  à  celle  de  M.  Murent  (p.  298). 


CONCOURS  D'AGREGATION  EN  1848  [V.  t.  VI,  p.  339). 

Composition  d'analyse. 

1°  Parmi  toutes  les  courbes  planes  de  longueur  donnée 
aboutissant  à  doux  points  donnés,  déterminer  celle  qui  a  le 
pins  grand  nionieul  dinerlie  par  rapporta  la  droiU;  qui  joint 
les  deux  poinis;  é\alu(.'r  l'aire  c(^mprise  enire  celle  droile  et 
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la  courbe,  cl  !a  surla  c  que  la  courbo  cngnclie  ea  tuur- 
nanl  auluur  de  la  même  droite. 

•2°  Expliquer  brièvement  la  mélhode  par  laquelle  on  rend 
maximum  ou  minimum  une  intégrale  définie  quand  une 
autre  intégrale  définie  doit  avoir  une  valeur  donnée. 

Composition  de  mécanique. 
Un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  de  matière  hétéro- 
gène, mais  dont  tous  les  points  situés  sur  une  même  droite 
parallèle  à  l'axe  ont  la  même  densité  et  dont  le  centre  de  gra- 
vité est  hors  de  l'axe,  est  posé  sur  uu  plan  horizontal  sans 
vitesse  initiale  ;  déterminer  le  mouvement  que  prend  ce  corps 
sous  l'action  de  la  pesanteur  quand  on  néglige  le  frottement , 
et  en  particulier  le  mouvement  du  centre  de  gravité  et  celui 
d'un  point  quelconque  du  rayon  du  cylindre  qui  passe  par  ce 

centre  (*). 

Composition  du  Jury  d'examen. 

MM.  Cournot,  inspecteur  général  de  l'Université j 
Sturm,  membre  de  l'Académie  des  sciences; 
Briot,  professeur  à  la  Faculté  de  L}on  ; 
Cazalès,  inspecteur  général  de  l'Universlléj 
Amiot,  professeur  au  lycée  Monge. 

Note.  Pour  la  première  question,  on  ne  saurait  trop  in- 
stamment recommander  aux  jeunes  professeurs  l'étude  d  un 
chef-d'œuvre  d'Euler,  intitulé  :  Methodus  inveniendi  lineas 
curvas  maximi  minimive  proprietate  gaudentes,  etc. ,  Lau- 
Zciune,  1744,  in-4°.  C'est  l'exposition  géométrique  la  plus 
lucide  du  calcul  des  variations.  M.  Cournot  a  traité  la  ques- 
tion de  mécanique  avec  beaucoup  détendue  el  de  généralité; 
malheureusement  ce  mémoire,  consigné  dans  le  Journal  do 
Crelle,  n'est  pas  répandu  en  France.  Aous  engageons  aussi 
à  lire  la  belle  thèse  de  M.  Briot,  où  les  théorèmes  piltores- 

(')  Bien  entendu  que  le  cylindre  louche  le  plan  par  une  arête. 
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ques  de  mécanique  de  M.  Poinsot  sont  démontrés  analyli- 
quement.  (Liouville,  t.  \l,  p.  70-84,  1841.) 

Le  savant  travail  que  M.  Bertrand  vient  de  présenter  à 
l'Académie  (C.  R.  août)  appellera  sans  doute  l'attention  sur 
le  cas  où  le  corps  est  en  mouvement  sur  une  surface  elle- 
même  en  mouvement  ;  seul  cas  réellement  existant ,  puisque 
la  terre  est  en  mouvement. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  188  (p.  240), 

PAR  m.  TH.  IiOXHAir, 

de  Bruxelles. 


{axi-by-^czy-\-{a'x-\-b'x-i-c'zy-{-{a"x-\-by-\-c''zY^d% 
{ajc-^ay-\-a"zy-\-{bx-\-by-^b"zy-{-{ca:-\-c'y-{-c"zY=d'. 

Les  axes  étant  rectangulaires ,  ces  deux  équations  sont  celles 
de  deux  ellipsoïdes  égaux.  (Jacobi.) 

Je  remarque  d'abord  que  la  deuxième  équation  se  déduit  de 
la  première,  en  permutant  b,  c,  a',  c',  a"  et  b"  respeclive- 
ment  en  a',  a'\  b,  b",  c  et  c'.  Maintenant,  puisque  ces  deux 
équalions  ne  contiennent  pas  de  termes  du  premier  degré, 
les  surfaces  ont  chacune  le  centre  à  l'origine  ;  or  on  sait 
(voyez  Lefébure  de  Fourcy,  Géométrie  analytique,  n°  693) 
que  pour  de  telleséquations  les  longueurs  des  axes    sont 

1 

données  par  — :,).  étant  déterminé  par  l'équation  : 

X»  +  LV  4-  Ma  +  N  =  0.  (a) 

En  calculant  les  coefiicienls  pour  la  première  équation ,  il 

vient  : 

û'-f-  a"-\-  a"'+  b'-{-  b''-{-  b"'-\-  c'+  c"-f-  c'" 

^  = d^ 


:=2 
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{aa'hb'-^aa%b''+a'a%'b''^aa'cc'-\-aa'cc"+a'd'cc''+bcb'c'-vhcb''c''^b'c'b''c'' 


N: 


[a[b'c"—  b"c')  +  a'{bc"—b"c)  -f  a"{bc'-  b'c)]' 


ci' 
et  l'équation  (a)  devient  : 


^,      /a^+a"-^a"'^b^J^b"-{.b"'+c^+c'^+c"\,  ^ 

(aabb'+aa"bb"+aa"b'b"+aa'cc'+aa"cc"+a'a"c'c"+bcb'c'-\-bcb"c"-]-b'c'b"c") 
•  d^ 

[a{b'c"—b"c')4-a'{bc"-b"c)-\-a"(bc'-b'c)y      ^     ,  ,^ 
-■ d^ =  ^-    ^'^ 

En  faisant  les  permutations  annoncées  pour  passer  à  la 
deuxième  surface ,  l'équation  («')  ne  subit  aucun  changement  ; 
donc  les  deux  surfaces  ont  les  mêmes  axes.  De  plus,  l'équa- 
tion (a)  n'a  que  des  variations,  et  puisqu'elle  a  toutes  ses 
racines  réelles,  d'après  la  règle  de  Descartes,  elles  sont  toutes 
les  trois  positives;  donc  elle  représente  un  ellipsoïde ,  et  par- 
tant les  deux  surfaces  sont  des  ellipsoïdes  égaux. 


DEUX  THÉORÈMES  DE  STATIQUE  DE  M.  MOBIUS 

{r.  p.  257), 

PAR  M.  DSIiADEREERE  , 

Professeur. 


I,  Une  force  quelconque  peut  toujours  être  remplacée  par 
six  forces  appliquées  selon  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre. 

Car  il  y  a  au  plus  deux  faces  auxquelles  elle  est  parallèle. 
Prenons  l'une  de  celles  qu'elle  rencontre  pour  base,  joignons 
le  point  de  rencontre  au  sommet ,  et  menons  un  plan  suivant 
cette  droite  et  la  direction  de  la  force,  il  coupera  !a  base 
suivant  une  autre  droite  ,  ce  qui  donnora  deux  directions , 
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suivant  lesquelles  on  pourra  décunipostT  la  force  par  la 
règle  du  parallélogramme;  la  force  qui  pas.'-c  par  le  sommet 
pourra  se  décomposer  en  trois  autres,  selon  les  trois  arôles, 
par  la  règle  du  parallélipipède.  Quant  à  celle  qui  est  dans  le 
plan  de  la  base  ,  il  y  aura  au  plus  un  côté  de  celte  base  auquel 
elle  sera  parallèle.  Prenons  l'un  de  ceux  qu'elle  rencontre 
pour  base  du  Iriangle,  joignons  le  point  de  rencontre  au 
sommet,  nous  pourrons  toujours,  par  la  règle  du  parallé- 
logramme, décomposer  la  force  en  deux  autres,  l'une  selon 
la  base,  l'autre  selon  la  droite  qui  va  au  sommet,  et  celle-ci 
pourra  se  décomposer  en  deux  autres  selon  les  deux  côtés, 
toujours  par  la  règle  du  parallélogramme  \  et  ainsi  se  trouve 
démontré  le  théorème. 

JI.  Lorsque  n  forces  se  font  équilibre  et  qu'une  droite  en 
rencontre  n  —  1,  elle  rencontre  la  «^'«<";  car  la  somme  de 
leur  moment  par  rapport  à  la  droite  étant  nulle,  ainsi  que 
les  plus  courtes  dislances  des  n—  1  premières  forces  à  celte 
droite,  il  faudra  que  la  plus  courte  dislance  entre  la  /i^""'  et 
la  droite  soi  la  u.'- si  nulle;  donc 

Corollaire.  Lorsque  quatre  forces  se  font  équilibre  ,  elles 
sont  des  génératrices  du  même  système  d'un  même  hyper- 
buloïde. 


co^coL:RS^ouR  l'adimissiojn  a  l'école  JXOKMALE 

(1848), 


PAR  M.  BIEU, 

Agrégé  de  1  Université  ,  à  Dijon. 


Problème  de  statique. 
Déterminer  la  position  d'équilibre  d  une  lige  pesante  MM', 
de  longueur  /  et  de  puius  P,  dont  les  cxlrémilés  sont  assu- 
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jellies  à  rester  sur  deux  droites  fixes ,  dont  l'une  est  verti- 
cale et  l'aulre  dans  une  direction  quelconque. 

{Fig.  49).  Soient  Oz  la  verticale  et  RS  l'oblique  fixes  ;  en 
prenant  pour  axe  des  x  la  direction  de  leur  plus  courte  dis- 
tance ,  les  équations  de  RS  sont 

^=Pi    y  =  bz.  (1) 

Soient  MiM'  la  position  d'équilibre,  z  l'ordonnée  de  M  et 
x',  y,  z'  les  coordonnées  de  M',  on  a  : 

x"-\-y'+{z'-zy=i\  (2) 

On  peut  faire  abstraction  des  droits  fixes,  pourvu  qu'on 
applique  à  la  tige  en  M  et  M',  des  forces  r  et  r'  respective- 
ment normales  à  ces  droites  ,  égales  et  contraires  aux  pres- 

sions  qu'elles  supportent;  la  première  est  parallèle  à  x^, 
donc  sa  direction  est  déterminée  par  l'angle  a  que  sa  projec- 
tion sur  ce  plan  fait  avec  Ox  ;  la  direction  de  la  seconde  le 
sera  par  les  angles  a',  ^',  7'  qu'elle  fait  avec  les  trois  axes. 

On  a  :  b  cos  p'-j-  cos  7'=  0 ,  (3) 

pour  exprimer  que  r'  est  normale  à  RS. 

La  translation  de  r  /  et  P  à  l'origine  ne  fournit  qu'un 
A 
couple  dirigé  dans  le  plan  xj',  dont  le  moment  est 

r'(j:'cos  P' — y  cos  a')  ; 

y'       cos  3' 

par  conséquent  on  doit  avoir  —,  = ;  pour  que  l'équilibre 

X       cos  a 

ait  lieu,  et  r'  est  dirigée  dans  le  plan  OMM'  ;  donc  ce  plan 
doit  contenir  aussi  la  direction  de  r,  puisque  celle  de  P  y  est 
comprise ,  et  P  doit  être  égale  et  directement  opposée  à  la 
résultante  de  r  et  r'. 

Soient  HT  et  HC  deux  lignes  représentant  en  grandeur  et 
en  direction  les  forces  r  et  r'  rapporlées  à  leur  point  de  con- 
cours; la  diagonale  HB  du  parallélogramme  HFBC  repré- 
sente une  force  égale  et  contraire  à  P. 
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Cela  posé ,  HBC  rectangle  en  B  donne  : 

P 

/•"=P'-f-/.'      et     C0S7'=-,; 

et  les  triangles  semblables  HBC ,  HDM'  donnent 


2(2  — z')    '  '  2(z  — z') 

,  ,      ^2(z-s') 

donc,  cos7'= —  ; 

et  l'on  a ,  par 

y' 
cos  p'=  —,  cos  a'    et    cosV-f-  cos'(i'-f-  C0S'7'=  1 , 

—  x'  Y 

COS'J.'—  cosp': 


D'après  cela ,  l'équation  (3)  donne  : 

,    h' 


et  (2) , 


z  —  z- —     ^ , 
2  ' 


^"+{i+j)y'=i'. 


Celte  dernière  représente  un  cylindre  elliptique  qui  coupera 
RS  dans  les  positions  qu'on  pourra  donner  à  M'.  En  y  rem  - 
plaçant  j:'  par  p  et  y  par  bz'  [équation  (1)  ] ,  il  vient  : 


'^m^ 


pour  les  coordonnées  z  de  ces  points,  et  l'on  a  la  condition 
que  /  ne  soit  pas  inférieur  à  p  pour  que  le  problème  soit 
possible ,  ce  qui  est  évident  à  priori  .•  si  />«/>,  il  y  aura  deux  ' 
8oluti(ms  et  si  l  =  p,  il  n'y  aura  pas  de  position  d'équilibre, 
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car  alors  ret  r'  seraient  dirig:ées  suivant  la  tige  elle-même 
et  ne  pourront  avoir  une  résultante  égale  et  contraire  à  P. 

Enfin  les  expressions  précédentes  feront  connaître  toutes 
les  autres  inconnues  de  la  question. 


THEOREME  SUR  LE  TORE 

de  M.  Fillarceau  {yvon) . 


I.  Lemme.  \°  So\t  a''z'-\-b^x' — à'b^=0  l'équation  d'une 
ellipse ,  axes  rectangulaires ,  M  un  point  de  cette  ellipse  et  T 
le  point  de  rencontre  de  la  tangente  menée  en  M  et  de  l'axe 
des  j:,  P  étant  l'angle  que  forme  celte  tangente  aved'axe 
des  a:  etp  la  distance  du  point  T  au  centre ,  on  a  : 

tangp=_=^. 
Vp  — a 

2°  Pour  l'hyperbole  à'z'—  b^x^-\-a'b^=  0  ,  on  a  : 

b  /2 

tangp=  et    tangp=- 


dans  l'hyperbole  conjuguée.  3°  Pour  la  parabole  2'=  qx*  -. 


.angP=iY/2 


p  est  la  distance  de  T  au  sommet. 

II.  Lemme.  \°  so\\.  a'i'-^-b^x — ^/?)'=:a'6' l'équation  d'une 
ellipse  dans  un  plan  vertical  ;  si  celte  ellipse  tuurne  autour 
d'une  verticale  passant  par  l'origine  et  qu'on  prend  pour  axe 
des  z  ,  l'équation  de  la  surface  de  révolution  est 

{à'z'j^b'{y-^x^j^f-a')y=.^p'b\x-\-y). 
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2°  Pour  l'hyperbole  : 

tournant  autour  de  l'axe  focal  et 

[6V+  a\x*+y-  b'-p')j=  iayix'+y) , 

hyperbole  conjuguée.  3"  Pour  la  parabole  : 

TII,  Problème.  Dans  quel  cas  un  plan  diamétral  coupe-t-il 
l'une  quelconque  de  ces  trois  surfaces  suivant  des  coniques? 

Solution.  1°  ellipse.  On  peut  supposer  que  le  plan  passe 
par  l'axe  des  y  ;  alors  son  équation  est  z  =  a.x  ,  la  projec- 
tion de  l'interseclion  sur  le  plan  jcy,  a  donc  pour  équation  : 

fx'(«=a'+  b^)  +  b'{y-\-p'-  a')y=  ifb\a:'-\-y). 

Passant  aux  coordonnées  polaires,  il  vient  : 

f>^(aVcos^^  4-  b')  +  b\p'—  a')  =  2pb'(. , 
pXa'u^-j-  b")  —  2/;i'p  -j-  b\p^ —  a')  =  «^«"p'sin'cp. 

l'our  que  le  premier  membre  devienne  un  carré  parfait,  il 
faut  prendre  cL'ip'' — a'j=^b''  (1)  j  donc  «=  langp  ,  et  le  plan 
diamétral  est  tangente  à  la  surtace.  Substituant  celle  valeur 
de  a  et  extrayant  la  racine  carrée  ,  il  vient  : 

pc,  —  ^"-1-  1^=  +  ap  sin  çp  ; 

et  passant  aux  coordonnées  reclangulaires 

p"{y-\--r')={p"~a.'±ay\ 
y{p'—  a')  +/3V±  2ajr{p'—  a')  =  (p^—  a')'.         (t  ) 

La  projection  sur  le  plan  ay  étant  une  ellipse ,  la  courbe 
projetée  est  aussi  une  ellipse  ;  les  centres  des  deux  ellipses 
sont  sur  l'axe  des  y,  et  à  une  distance  -f^  du  centre  de  la 
surface  ou  de  l'origine  ;  les  deux  axes  de  l'ellipse  en  projec- 
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tion  sont/?  el  y'p' — a\  et  ceux  de  l'ellipse  projetée  sont/? 

cl  \^ b^-{-p''—a.  Si  donc  A  est  le  point  ou  l'axe  des  j'  coupe 
la  surface  intérieurement,  A'  le  point  où  cet  axe  coupe  ex- 
térieurement ;  désignons  de  même  pour  B  et  B'  les  points 
d'intersection  du  côté  opposé;  alors  l'ellipse  projetée  va  de 
A  en  B'  et  une  seconde  ellipse ,  correspondant  à  —  a ,  va  de 
A'  en  B  et  les  deux  ellipses  se  coupent  en  un  point  dont  l'ab- 
oi—  a' 
scisse  de  la  projection  est^^ et  dont  la  distance  à  l'ori- 


eme  est . 

P 

2°  Hyperbole.  1°  Laxe  de  rotation  est  perpendiculaire  au 
diamètre  focal.  Il  sufïit  de  changer  partout  -j-Z*"  en  — i'  ;  on 
retombe  sur  la  même  équation  (1)  ;  mais  p^ — a"  étant  né- 
gatif, cette  équation  est  celle  d'une  hyperbole;  2"  l'axe  de 
rotation  est  parallèle  au  diamètre  focal.  Le  plan  diamétral 
tangent  coupe  suivant  une  ligne  du  quatrième  degré  qui 
ne  se  d'^compose  pas  en  deux  coniques. 

3°  La  parabole.  La  section  est  évidemment  une  parabole, 
puisque  «ilors  p  devient  infini. 

IV.  Théorème.  Le  cylitidre  droit ,  de  même  axe  que  le 
tore  et  a^ant  pour  base  le  cercle  directeur,  divise  la  surface 
du  tore  en  deux  parties,  intérieure  et  extérieure;  l'une 
diffère  par  excès  et  l'autre  par  défaut ,  de  la  surface  totale, 
d'une  surface  égale  à  celle  de  la  sphère  qui  a  pour  diamètre 
celui  du  cercle  générateur;  de  même  pour  les  volumes. 

Démonstration.  Ce  beau  théorème  aussi  de  M.  Villarceau 
est  une  conséquence  du  théorème  de  Guldin. 

Note.  M.  Villarceau  a  énoncé  son  théorème  sur  le  tore 
circulaire  à  la  Société  pbilomalique  au  mois  de  juillet 
dernier,  et  depuis  M.  Théod.  Olivier  a  énoncé  à  la  même 
Société  le  théorème  généralisé  (III). 
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THEOREME  DE  MASCHERONI 
sur  l'aire  d'un  polygone  rectiligne  plan. 


I.  Notation.  Les  angles  intérieurs  consécutifs  du  polygone 
sont  désignés  par  les  lettres  consécutives  A,  B,  C,  D...  L, 
M,  N,  et  les  angles  extérieurs  correspondants  par  A',  B', 
C',D'...  L',M',  K';  de  sorte  que  pour  un  angle  saillant  A,  l'on 
a  A'=7: — A,  et  pour  un  angle  rentrant  A'=A— tt,  et  ainsi  des 
autres  Chaque  côté  est  indiqué  dans  l'ordre  naturel  des  lettres 
et  non  à  l'inverse:  ainsi  AB,  CD...  et  non  BA  ou  DC.  Cette 
observation  est  importante  pour  l'application  de  la  formule, 

II.  Lemme.  A'+B'+C'+...L'+M'-f  N'=  Ou;  ainsi  le 
sinus  de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  ces  angles 
extérieurs  est  égal  au  sinus  de  la  somme  des  angles  restants , 
ce  sinus  étant  pris  négativement. 

III.  Théorème.  Le  double  de  la  surface  d'un  polygone  rec- 
tiligne est  égal  à  la  somme  des  rectangles  de  ses  côtés ,  ex- 
cepté un ,  pris  deux  à  deux  par  les  sinus  des  sommes  des 
angles  extérieurs  compris  entre  eux. 

Démonstration.  Soit  S  l'aire  : 

1°  Tnan^/e.  ABC;  2S  =  AB.BC.sinB'. 
2°  Quadrilatère.  ABCD  {fig.  47).  Menons  la  diagonale  AC; 
prolongeons  les  côtés  AB ,  CD  jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencontrent 
en  O ,  et  abaissons  les  perpendiculaires  AP  et  BQ  sur  le 
côlé  CD ,  on  a  : 

ABCD  =  ABC +  ACD; 

2ACD  =  CD.(AB+BOjsinO^AB.CDsin(B'+C')  +  CD.BQ; 

CD.BQ=r,C.CD.sinC'; 
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donc 

2S  =  AB. ne sin B' -f  AB.CD sin  (B'-f  G)  +  BC.CD sin C. 

IV.  Pentagone.  ABCDE  [fig,  48).  Menons  la  diagonale  AD, 
prolongeons  les  côtés  AB  et  DE  jusqu'à  leur  rencontre  en  O, 
et  abaissons  sur  DE  les  perpendiculaires  AP  et  BQ  ;  le  pen- 
tagone est  décomposé  en  un  quadrilatère  ABCD  et  en  un 
triangle  ADE.  Le  double  de  l'aire  du  quadrilatère  s'exprime 
d'après  la  combinaison  binaire  des  trois  côtés  AB,  BC,  CD, 
et  Ton  a  : 

2ADE  =  DE.OB  sin  O  —  DE.  AB  sin  0  ; 
DE.OB  sin  0  =  DE.BQ  =  2.EBD  =  2.BCDE  —  2BCD  ; 

mais  BCDE  s'exprime  en  combinaison  binaire  des  côtés  BG , 
CD,  DEj  il  faut  donc  en  ôler  BC.CD  sin  G'  pour  avoir 
l'aire  EBD ,  et  remarquant  que 

AB.DE  sin  0  =  —  AB.DE  sin  (B'  +  C  +  D') , 

il  vient  donc  flnalement  : 

2S=AB.BCsinB'+AB.CDsin(B'+C')+AB.DEsin(B'+C'+D')+ 
+  BC.CDsinC'+BC.DEsin(G'+D')  +  CD.DEsinD'. 

V.  Généralement.  Soit  le  polygone  ABGDE...  LMN  de  n 
côtés  ;  on  mène  la  diagonale  AM  ;  le  polygone  est  décomposé 
en  un  polygone  ABGDE.. .LM  de  n  —  1  côtés  et  en  un  trian- 
gle AMN.  Supposons  que  la  loi  ait  lieu  pour  un  polygone 
de  n  —  1  côtés,  on  a  donc  les  combinaisons  binaires  des  côtés 
AB,  BG...  LM  ,  et  l'aire  du  triangle  AMN  amène  les  combi- 
naisons du  côté  MN,  successivement  avec  AB,  BC...  LM. 

Observation.  Dans  nos  figures,  fous  les  angles  sont  sail- 
lants-, mais  il  est  aisé  de  s'assurer  que  la  formule  comprend 
également  les  angles  rentrants. 

[n \)[n — 2) 

VL  On  voit  qu'un  polygone  de  n  côtés  exige — 

multiplications,  mais  on  peut  diminuer  ce  nombre;  soit 
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n-:lm\  on  mèiie  uîso  diagonale  (jui  partage  îe  polygone 

en  deux  autres,  chacun  de  m-f  1  côtés,  la  diagDi.ale  com- 

m[in  —  1) 
prise  ;  l'aire  de  chacun  de  ces  polygone  demande  — ~ —  , 

el  les  deux  ensemble  m[ni  —  1  multiplications,  nombre  qui 
est  moindre  que  (2/n— 1)(ot— 1);  si  n  =  2m-f  1,  on  opère  de 
même. 

VII.  Historique.  En  1787,  L.  Mascheroni ,  parmi  des  ad- 
ditions au  Cours  de  mathématiques  de  Bossut ,  publia  un  mé- 
moire intitulé  :  Méthode  pour  la  mesure  des  polygones  plans. 
C'est  dans  ce  mémoire  que  Mascheroni  énonce  el  démontre 
son  théorème  analytiqueaient.  Deux  années  après,  Simon 
Lbuilier  fit  paraître  sa  Polygonométrie  (*j  ;  il  parvient  au 
même  théorème  par  des  considérations  trigonométriques 
(1  — 12).  Enfin  Mascheroni  put)lia  à  Pavie,  on  1793,  une 
colleclion  de  problèmes  pour  les  arpenteurs,  avec  différentes 
solutions,  ouvrage  qui  a  été  traduit  de  l'italien  en  1803  et 
sous  ce  titre  par  M.  Carelte,  ancien  colond  du  génie,  élève 
de  l'an  lil  (1794),  première  promotion  de  l'École  polytech- 
nique. L'ouvrage  est  divisé  en  cinq  livre?  ;  le  quatrième  traite 
de  la  polygonomèîric  ,  et  le  théorème  sur  l'aire  des  polygones 
est  énoncé  à  la  page  771  •  Il  est  surprenant  qu'une  proposi- 
tion d'une  utilité  pratique  si  grande,  si  évidente,  ait  été 
omise  dans  les  éléments,  môme  par  Lf^gendre,  et  soit  restée 
presque  ignorée.  Il  en  est  do  même  des  autres  propositions 
de  cet  ouvra;:,e  remarquable;  destinées  aux  arpenteurs, 
toutes  sont  énoncées  sans  démonstration.  La  recherche  de 
ces  démonstration.^"  est  un  excellent  sujet  d'exercice  pour  les 
professeurs  à  donner  aux  élèves.  Le  livre  cinquième,  ronsa- 


('  l'olygonomclrie  ,  ou  de  la  mesure  des  (i;;iircs  reclilignes,  el  Abrégé  d'iso- 
périiiiélrie  élémentaire,  ou  de  la  dépendance  luuluellu  des  grandeurs  et  des 
limites  des  ligures,  par  S.  L'Huilier,  aux  di-ppns  de  l'aulenr,  à  Genève,  i;89, 

in-*.,  IV,  i2i,  'i  pi. 
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cré  aux  solides,  reiirerjue  l'énoncé  de  M.  Finck  .Z^.  p.  242). 
Voici  quelques  renseignements  sur  l'auteur. 

Mascheroni  (Laurent),  né  à  Bergame  en  1750,  embrassa 
rélat  ecclésiastique  et  occupa  une  chaire  de  langue  grecque 
à  l'Université  de  Pavie.  Ce  n'est  qu'à  l'âge  de  vingt-sept  ans 
qu'il  prit  goiit  pour  les  mathématiques  et  commença  à  les 
cultiver  avec  de  rapides  progrès.  En  1795 ,  il  publia  à  Milan 
la  Geometrio  del  compasso,  qui  a  donné  tant  de  célébrité  à  son 
nom;  le  premier  exemplaire  a  été  apporté  en  France  par 
Bonaparte,  alors  général  de  l'armée  d'Italie.  On  doit  encore 
à  M.  Caretle  une  traducîion  qui  a  paru  en  1798.  Mascheroni 
a  fait  aussi  un  travail  estimé  sur  les  voûtes,  et  est  venu  à 
Paris  pour  prendre  part  à  l'établissement  iu  système  mé- 
trique ;  il  est  mort  exténué  de  fatigues  en  1808 ,  à  l'âge  de 
cinquante-huit  ans.  L'illustre  géomètre  a  fait  pour  le  compas 
ce  que  Lambert  a  fait  en  1774  pour  la  règle,  dans  les  addi- 
tions jointes  à  la  seconde  édition  de  sa  Perspective.  On  a  une 
traduction  de  la  première  édition ,  mais  les  additions  concer- 
nant la  géoméirie  de  la  règle  (p.  161)  n'ont  pas  été  traduites. 
Nous  nous  en  occuperons  dans  les  annales. 

YIll.  On  saU  qu'ayant  un  système  de  forces  représentées 
en  grandeur  et  en  direction  par  les  côtés  d'un  polygone  et 
agissant  dans  le  sens  de  ces  côtés  prolongés  dans  le  même 
sens,  la  résultante  est  un  couple  dont  l'intensité  est  le  double 
de  l'aire  du  polygone.  Il  serait  commode  de  pouvoir  déduire 
de  cette  considération  de  statique  le  théorème  de  Mascheroni. 

IX.  Application.  Hexagone  ABCDEF. 


AB=t284 
BC  =  178-2 
CD  =  2400 
DE  =2700 
EF  —  2800 


B'  =  3-2o  8  =  16530191    {Polygonomé- 
C'=48''  /ne,  de  Lhuilier, 

D'=52°  p.  57  o!  59  ) 

E'=:6."." 
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Au  moyen  de  l'observation  VI,  on  peut  obtenir  l'aire  S 
au  moyen  de  six  produits  ,  dont  chacun  se  calcule  par  loga- 
rithmes; un  autre  calcul  donne  F  =  88"  31'  37",8  et 
AF  =  4621,5. 


THÉORIE  GÉNÉRALE 

des  pôles ,  polaires ,  plans  polaires  et  polaires  conjugués^  des 
lignes  et  surfaces  du  deuxième  ordre , 

PA&  M.  X.ENTHÉILIC  ,  revco  , 

Professeur. 


SI. 

I.  Soit 

Ay+Bxr4-Cx'-fDr  +  Ejc-|-K=b  ou  F(x,y)  =  0    (1) 

l'équation  générale  des  lignes  de  deuxième  ordre. 

On  sait  que ,  lorsqu'on  mène  une  tangente  à  la  courbe  par 
un  point  a,[î  de  son  plan ,  les  coordonnées  du  point  de  contact 
sont  déterminées  par  les  deux  équations  : 

F(x,^)  =  0,  Fyp-r)+F'^(«-x)  =  0. 

La  seconde ,  ajoutée  au  double  de  la  première,  s'abaisse  au 
premier  degré  cl  devient  : 

pF'y  +  aF'aj  +  Dr-f  Ea:4-2K  =  0,  (2) 

équation  d'une  droite  passant  sur  les  deux  points  de  contact, 
et  que  nous  appellerons  la  corde  de  contact. 

Cela  posé ,  supposons  que  le  point  a,  p,  par  lequel  on  mène 
la  tangente,  se  meuve  sur  une  droite 

y  z=  mx  -\-  n  (3) 

située  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  de  la  courbe , 
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on  aura  cnlre  a  et  ^  la  relation  p  =  mz-f  «;  et  substituant 
celle  valeur  de  p  dans  l'équation  (2),  il  en  résullera  : 

(niF'y  +  F'a:)x  +  nVy  +  Dr  +  Ex  -j-  2K  =  0 ,         (4) 

qui  sera  l'équation  générale  de  toutes  les  cordes  de  contact 
qui  correspondraient  aux  divers  points  de  la  droite  (3). 

Or,  la  forme  seule  de  l'équation  (4)  montre  que  toutes  les 
droites  qu'elle  représente  se  coupent  en  un  même  point  sur 

la  droite  fixe 

mT'y  -}-  F'x  =  0 , 

car  les  coordonnées  du  point  d'intersection  de  cette  droite 
avec  l'une  quelconque  de  celles  que  représente  l'équation  (4), 
en  faisant  varier  a ,  sont  données  par  les  deux  équations  ; 

mF'y  +  F'a;  =  0  (5) 

«Fy+Dr4-Ex+2K  =  0,  (6) 

qui  ne  contiennent  pas  la  variable  a. 

L'équation  (5)  représentant,  comme  l'on  sait,  le  diamètre 
conjugué  de  la  direction  y  =mx,  qui  est  celle  de  la  droite 
donnée ,  il  en  résulte  ce  théorème,  découvert  par  La  Hire  : 

Si  sur  tous  les  points  d'une  droite  située  d'une  manière  quel- 
conque dans  le  plan  d'une  ligne  du  deuxième  ordre  on  mène 
des  tangentes  à  la  courbe:  V  toutes  les  cordes  de  contact  con- 
courront en  un  même  point  ,•  2°  ce]pointsera  situé  sur  le  diamètre 
conjugué  de  la  direction  de  la  droite. 

Ce  point  a  été  appelé ,  par  M.  Scrvois,  le  pôle  de  la  droite  ; 
et  l'on  voit  qu'à  une  droite  quelconque,  donnée  sur  le  plan 
delà  courbe,  correspondra  toujours  un  pôle  dont  les  équa- 
tions (5)  et  (6)  déternii lieront  les  coordonnées  en  y  rempla- 
çant m  ely  par  les  coefficients  delà  droite  donnée. 

II.  Réciproquement  soient  a,  blcs  coordonnées  d'un  point 
quelconque  du  plan  de  la  courbe;  en  faisant  a:=a,  X  =  b 

F'a 

dans  les  équations  (5)  et  (6),  ou  en  déduira  /«  =  —  r— -, 

s  b 

ann.  dbMathëw.  vu.  2J 
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D^  +  E«  +  2K 
y  = —— — ' ;  cl  substituant  ces  valeurs  dans  (3),  il 

en  résultera  une  droite 

F'by  +  F'a^  4-  D^  -f  Ea  +  2K  =  0  ,  (7) 

qui  aura  pour  pôle  le  point  {a.b);  d'où  résulte  cet  autre 
théorème  réciproque  du  précédent  : 

Sipar  un  point  quelconque  du  plan  d'une  courbe  de  deuxième 
ordre  on  mène  des  sécantes  à  la  courbe  et  que  sur  les  points 
d'intersection  de  chacune  d'elles  on  mène  des  tangentes  :  1°  les 
points  de  concours  des  tangentes^  qui  correspondent  à  la  même 
sécante ,  seront  sur  une  même  droite  ;  2°  cette  droite  sera  paral- 
lèle au  conjugué  du  diamètre  qui  passe  par  ce  point. 

Cette  droite  a  été  appelée,  par  M.  Gergonne,  la  polaire  du 
point,  et  on  voit  qu'à  un  point  quelconque  du  plan  de  la 
courbe  correspondra  toujours  une  polaire ,  dont  on  obtien- 
dra l'équation  en  remplaçant  dans  (7)  a  el  b  par  les  coor- 
données de  ce  point. 

III.  La  polaire  étant  ^=  mx-{-  n  (3),  nous  avons  vu  que 
le  pôle  était  déterminé  par  les  deux  équations  : 

mVy  +  F'x  =  0  (5) ,   n¥y  +  Dr -f  Ex  +  2K  =  0  (6), 

donc  chacune  ne  contient  que  l'une  des  constantes  m  et  7i  de 
la  polaire.  Il  résulte  de  là  : 

1"  Que  (5)  est  le  lieu  géométrique  des  pôles  de  la  droite  (3) 
lorsque  m  restant  constant  on  fait  varier  ii  ;  mais  alors  la 
polaire  se  meut  parallèlement  à  elle-même,  et  (5)  est  le  dia- 
mètre conjugué  de  la  direction  ;  donc  : 

Le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  système  de  droites  parallèles 
est  le  diamètre  conjugué  à  leur  direction. 

2"  Que  (6)  est  le  lieu  géométrique  des  pôles  de  la  droite  (3) 
lorsque  n  restant  constant,  on  y  fait  varier  m  j  mais  alors  la 
droite  (3)  passe  constamment  par  le  point  fixe  (o  ,  «),  et  lé- 
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quation  (7)  montre  que  l'équatioii  (6)  esl  la  polaire  du  point 
fixe;  dOQC  : 

Le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  système  de  droites  qui  se 
coupent  au  même  point ,  est  la  polaire  de  ce  point. 

Et  de  ces  deux  théorèmes  nous  pouvons  conclure  récipro- 
quement les  deux  suivants  : 

Si  le  pôle  se  meut  suivant  un  diamètre ,  la  polaire  se  meut 
parallèlement  à  son  conjugué. 

Si  le  pôle  se  meut  suivant  une  droite  quelconque  du  plan  de 
la  courbe,  la  polaire  tourne  autour  du  pôle  de  cette  droite. 

IV.  Cherchons  maintenant  la  position  relative  du  pôle  et  de 
la  polaire  surle  plan  de  la  courbe  ;  comme  elle  est  évidemment 
indépendante  du  choix  dos  axes,  nous  pouvons  les  supposer 
tels ,  que  celui  des  x  soit  le  diamètre  conjugué  de  la  polaire 
et  par  conséquent  passe  par  le  centre  et  le  pôle,  et  que  celui 
desjr  soit  une  tangente  parallèle  à  la  polaire  ;  alors  l'équa- 
tion (1)  de  la  courbe  se  réduira  à  la  forme  : 

L'abscisse  du  centre  sera  donnée  par  l'équation  dérivée  en  jc  -. 

E 

2C:c-fE  =  0,  d'où  X=: -; 

2Ci 

cette  abscisse  sera  la  longueur  du  demi  diamètre  conjugué 
de  la  polaire  ;  en  représentant  cette  longueur  [ar  ^/,  on  ;iura  : 

L'équation  (7)  de  la  polaire,  rapportée  aux  nouveaux  axes, 
deviendra  : 

(2Ca-j-E)x-l-Ea  =  0,  d'oùx^ 5^—; 

X  désignant  la  distance  de  la  polaire  à  l'origine.  Appelant  «  la 
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Ea         E 
distance  de  la  polaire  au  centre ,  on  aura  f*  =  —  tt — r.  +  ^r:;» 

OU  réduisant  : 

E' 


P  = 


2C(2Ca  +  E)' 


La  distance  du  pôle  à  rorigine  étant  a,  en  appelant  f^'la  dis- 

"p 
tance  du  pôle  au  centre ,  on  aura  p'  =  «  +  —  ,  ou  réduisant  : 

,     2Crt-fE 

or,  en  faisant  le  prodait  des  deux  distances  p,  f*',  il  vient 

■ps                                     ■p  V* 

u.  X  w'=-— :  et  comme  d= •  donne  aussi  ^'=7-pr»,  il  en 

résulte  cette  relation  remarquable  .- 

l>.X'/  =  d\  (8) 

Ainsi ,  dans  les  courbes  qui  ont  un  centre ,  c'est-à-dire  dans 
V ellipse  ou  Vhyperhole,  le  pôle  d'une  droite  est  situé  sur  le  dia- 
mètre  conjugué  de  la  direction  de  celle  droite,  de  manière  que 
le  demi-diamètre  est  moyen  proportionnel  entre  les  distances  du 
centre  au  pôle  et  du  centre  à  la  droite  ^  ces  distances  étant  me- 
surées  sur  le  diamètre. 

Dans  le  cas  de  la  parabole ,  on  a  de  plus  C  =  0 ,  et  l'équa- 
tion de  la  polaire  se  réduira  h  x—  —a;  ainsi  : 

Dans  la  parabole ,  la  partie  du  diamètre  comprise  entre  le 
pôle  et  la  droite  a  son  milieu  sur  la  courbe. 

Celte  propriété  de  la  parabole  et  la  relation  (8)  donnent  un 
procédé  très-simple  pour  construire,  soit  la  polaire  lorsque 
l'on  connaît  le  pôle,  soit  le  pôle  lorsque  l'on  connaît  la  polaire, 
dans  chacune  des  courbes  du  deuxième  degré. 

Pour  le  cercle,  le  diamètre  serait  perpendiculaire  à  la  po- 
laire, et  la  rclalion  (S)  aurait  toujours  lieu. 

Ce  qui  précède  conduit  à  ces  conséquences,  qu'il  suffira  d'é- 
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noncer  :  La  polaire  étant  extérieure,  le  pôle  est  intérieur,  et 
réciproquement  ^  la  polaire  s' éloignant  du  centre ,  le  pôle  s'en 
rapproche ,  et  réciproquement  i  la  polaire  passant  par  le  centre, 
le  pôle  est  à  lin  fini,  et  réciproquement  ;  la  polaireétant  tangente, 
le  pôle  est  au  point  de  contact ,  et  réciproquement  j  si  le  pôle  est 
sur  la  courbe ,  la  droite  est  tangente  dans  ce  point. 

On  sait  que  la  relation  (8)  existe  pour  l'ellipse  et  l'hyper- 
bole entre  le  demi-grand  axe  et  les  distances  du  centre  au 
foyer  et  à  la  directrice  voisine  ;  on  sait  que  dans  la  parabole  le 
sommet  est  à  égale  distance  du  foyer  et  de  la  direclricc  ;  ainsi  : 

Dans  toutes  les  courbes  du  deuxième  ordre,  la  directrice  a 
pour  pôle  le  foyer;  ce  qui  justifie  la  dénomination  àc  polaire 
focale ,  que  M.  Poncelet  a  proposé ,  avec  raison ,  de  donner 
à  la  direclricc. 

V.  Revenons  à  l'équation  de  la  polaire  : 

T'hy  -i-  ^'ax  -r  D^;  +  E^  +  2K  =  0  ;     (7) 
en  y  remplaçant  F'ô  et  F'a  par  leurs  valeurs,  elle  devient  : 
(2Ai  +  I3a+D)jr+(B^'  +  2C:c  +  E)a  +  DK4-Ejc  +  2K  =  0, 
et  ordonnant  par  rapport  à  ^  et  Z*  : 

(2AjK  +  Bjr  +  D)Z>  +  (Br-}-2C^+Ex)-fDZ>+Ej:  +  2K=0, 

ou  iF'y-|-aF'a;  +  DjK  +  Ej:  +  2K  =  0. 

En  comparant  cette  équation  à  l'équation  (2)  de  la  corde  de 
contact  relative  au  point  a.p ,  on  voit  que  : 

La  polaire  d'un  point  est  la  corde  de  contact  qui  correspond 
à  ce  point  ;  donc  le  pôle  d'une  droite  est  V intersection  commune 
des  polaires  de  tous  les  points,  et  par  conséquent  si  un  point 
est  situé  stir  une  droite ,  la  polaire  passe  sur  le  pôle  de  cette 
droite,  ce  que  nous  savions  déjà  (3). 

Ré<-:iproquemcnt  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  est 
le  pôle  de  la  corde  de  contact;  donc  la  polaire  d'un  point  est  le 
lieu  géométrique  des  pôles  de  toutes  les  droites  qui  passent  sur 
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ce  point;  par  conséquent ,  si  une  droite  passe  par  le  pôle  d'une 
autre  droite,  son  pôle  se  trouvera  sur  cette  autre  droite ,  ce  que 
nous  savions  déjà  (3). 

YJ.  L'identité  de  l'équation  de  la  polaire  d'un  point  avec 
la  ciirdo  de  contact  relative  à  ce  point ,  ayant  lieu  quelle  que 
soit  la  position  du  point  et  par  conséquent  lors  même  que  la 
corde  de  contact  n'existerait  pas,  nous  devons  en  conclure 
que  la  polaire  est  un  lieu  géométrique  dont  la  corde  de  con- 
tact n'est  qu'un  cas  particulier. 

Et  en  effet,  soit  A/+B^jK  +  Cx^-l-Dj'-f  Ex+K^O,  (1) 
l'équation  dos  lignes  de  deuxième  ordre  rapportées  à  des 
axes  quelconques,  appelons  a. a'  les  longueurs  des  segments 
compris  sur  l'axe  des  x  entre  l'origine  et  la  courbe;  ces  lon- 
gueurs seront  les  racines  de  l'équation  du  deuxième  ordre, 
que  l'on  obtient  en  faisant  jk  =  0  dans  (1),  ce  qui  donne  : 

Cx^  +  E^-fK  =  0, 
on  aura  donc  : 

,     -  E        ,      K 

a  +  .=-^,     aa  =  -. 

De  même  p.|3'  désignant  les  longueurs  des  segments  sur  l'axe 
desjy^  qui  sont  données  par  l'équation  du  deuxième  degré 

on  aura  = 

P  +  P--5,  ?p=ï. 

La  droite  qui  détermine  sur  les  axes  deux  des  segments  «.p', 
a  pour  équation 

de  niéme  celli'  qui  détermine  les  deux  autres  segments  «'.p, 
a  pour  équation 

X       y 
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En  ajoutant  les  équations  des  deux  droites,  il  en  résultera 
celle  d'une  troisième  droite  ,  qui  passera  par  le  point  de  con- 
cours des  deux  premières  ;  donc  les  deux  droites  se  coupent 
sur  la  troisième  droite  : 

a-fa'        ,     Ô+S' 

Cette  équation,  en  substituant  pour  a  +  ^S  P+?'>  '='*'»  P?' 
leurs  valeurs  ci-dessus,  devient  : 

Dr  +  Eo:  +  2K  =  0 , 

et  l'équation  (7)  fait  voir  qu'elle  représente  la  polaire  de 
l'origine  ;  donc  sa  position  est  indépendante  de  la  direction 
des  axes ,  et  il  en  résulte  cette  conséquence  : 

Si  par  un  point  fixe  pris  arbitrairement  sur  le  plan  d'une 
courbe  de  deuxième  ordre ,  on  mène  deux  sécantes  quelconques 
à  la  courbe  et  que  l'on  joigne  par  des  cordes  un  point  de  section 
de  l'une  des  sécantes  avec  un  point  de  section  de  l'autre,  et  de 
même  les  deux  autres  points  de  section ,  le  lieu  géométrique  des 
intersections  de  ces  cordes ,  lorsque  l'on  fera  tourner  les  sécantes 
autour  du  point  fixe ,  sera  une  droite  qui  aura  le  point  fixe 
pourpôle. 

Donc,  si  parmi  ces  sécantes  deux  peuvent  devenir  tan- 
gentes, les  points  de  contact  seront  sur  la  polaire  et  en  déter- 
mineront la  position ,  ce  qui  explique  l'identité  de  l'équation 
de  la  polaire  avec  celle  de  la  corde  de  contact. 

C'est  de  ce  théorème,  qui  pourrait  servir  de  point  de  dé- 
part à  cette  théorie,  que  l'on  rendrait  ainsi  indépendante  de 
celle  des  tangentes,  que  dérive  la  dénomination  de  pôle  (du 
verbe  grec  qui  signifle  tourner),  introduite  en  18il  par 
M.  Servois  dans  la  science. 

Il  en  résulte  un  procédé  facile  pour  construire ,  avec  la 
règle  seulement,  soil  la  polaire  lorsque  le  pôle  est  donné  ,  soit 
le  pôle  lorsque  la  polaire  est  donnée. 
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En  effet,  si  par  un  point  on  mène  deux  sécantes  à  la  courbe, 
les  cordes  qui  joindront  les  points  d'intersection  réciproques 
deux  à  deux,  se  couperont  sur  la  polaire  du  point  et  en  dé- 
termineront la  position. 

Si  une  droite  étant  donnée,  on  conduit,  comme  nous 
venons  de  l'expliquer,  les  polaires  de  deux  points  de  cette 
drdile,  ces  polaires  passeront  pas  le  pôle  delà  droite  et  le  dé- 
termineront par  leur  inlerseetion. 

N.  B.  Deux  droites  qui  se  coupent  ou  deux  parallèles 
n'étant  que  dos  cas  particuliers  des  courbes  que  comprend 
l'équation  générale  (1),  chacun  des  théorèmes  que  nous  avons 
établis  donne  un  théorème  correspondant  de  la  théorie  des 
transversales.  {La  fin  "prochainement.) 


QUESTIONS  D'INTERETS  COMPOSES, 

impôt  progressif  sur  les  successions,  d'après  M.  C.  Lamé 
(Compte  rendu  1848,  2"  sem. ,  p.  125). 


I.  Problème.  Un  travailleur  fait  chaque  année  a  francs 
d'économie,  et  il  place  celle  épargne  annuelle  à  intérêt  de  r 
pour  un-  au  bout  de  combien  n  d'années  aura-t-il  un  capital 
dont  le  revenu  annuel  soit  égal  à  son  épargne  annuelle? 

Solution.  Au  bout  de  /*  années ,  les  épargnes  placées  vau- 
dront : 

a 
or  le  capital  qui  rapporte  a  d'intérêt  annuel  est  -,  donc  ^ 

a  a     ,,   .  „        .  log2 

-[(1-Hrr-,:1]=-5  doulunt.re  "  =j^j:^y 
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Observation.  Si  la  somme  a  suffit  aux  besoins  annuels  du 
travailleur,  il  pourra  se  retirer  après  n  années  et  vivre  de  la 
rente  annuelle  de  son  capital. 

II.  Problème.  Mêmes  données  que  le  problème  précédent; 

on  demande  combien  d'années  n'  il  doit  encore  travailler 

après  les  «  années  pour  que  le  capital  rapporte  une  rente 

double  de  l'épargne  annuelle  ? 

(i 
Solution.  Le  capital  acquis  -  vaudra  au  bout  de  n'  années 

a  a 

~[l  4-^)"'>  et  les  épargnes  annuelles  vaudront  -[(1+r)"' — 1]; 

on  a  donc  : 

lo-- 

-(i+rr+-[{l+rr-l]  =  ?f?;  d'où  «':  "^ 


Observation.  On  a  n'<Cn;  ainsi  il  faut  moins  d'années 


a 


pour  acquérir  le  second  capital  -  que  pour  le  premier,  ce 


r 


2a 
qui  est  évident  à  priori.  Si  donc  —  suffisent  à  la  dépense  an- 
nuelle ,  le  travailleur  pourra  se  retirer  après  n  -f-  n'  années. 

m.  Problème.  Mêmes  données;  combien  d'années  doit-il 

encore  travailler  pour  acquérir  un  capital  qui  rapporte  3a? 

2a  a  3a 

Solution.  On  a  — (  1  +  r)""4-  -[(1  +  r)""—  1]  =  —  -,  d'où  : 

1     * 
n"=-        -* 


Observation.  On  a  n" <^n' <i  n,  le  troisième  capital  -  est 

r 

donc  jilus  lot  gagné  que  le  second. 

IV.  FacilUés  d'acquisition.   Moins  il  faut  d'années  pour 

former  un  capital ,  et  plus  la  fariliié  est  grande  ;  si  donc  nous 
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convenons  de  rcprésenler  pari  lafacilité  d'acquérir  le  premier 

capital  -,  les  facilités  d'acquérir  les  capitaux  ^ ,  — ,  etc., 
r  r       r 

.      ,      ,.            log2    log2    \os2 
seront  présentées  par ,  -^,  — ^— ,  etc. 

loe-    loff-  loo'- 

*2  3       "^4 

V.  Succession.  Parmi  tous  les  êtres  organisés  de  la  création , 
l'homme  est  le  seul  qui  ait  le  sentiment  de  son  existence  pas- 
sagère. La  quantité  de  travail  nécessaire  pour  subvenir  aux 
besoins  d'une  vie  courte  et  précaire  est  assez  restreinte  ;  mais 
la  sollicitude  pour  les  besoins  de  la  famille,  sollicitude  qui 
s'étend  bien  au  delà  de  l'individu ,  est  le  plus  puissant  stimu- 
lant providentiel  pour  un  travail  continu  et  proloLigé.  La 
transmission  garantie  du  produit ,  après  la  mort  du  travail- 
leur, constitue  le  droit  de  succession  et  la  base  fondamentale 
du  contrat  social  {*)  ;  car  la  société  civilisée  n'est  pas  une 
agrégation  d'individus ,  une  bande  ,  mais  une  connexion  de 
familles,  une  nation.  L'unité  sociale,  c'est  la  famille^  unité, 
qu'un  même  signe  vocal ,  que  le  même  nom  sert  à  désigner  et 
à  dénommer,  et  qui  établit  entre  les  individus  une  solidarité 
morale;  détruisez  cette  unité,  les  nations  deviennent  des 
troupeaux  sans  nom. 

VI.  Un  capital  est  la  représentation  légale  du  salaire  d'un 
travail  quelconque  exécuté  dans  un  temps  passé,  et  aussi  la 
représentation  du  payement  d'un  travail  quelconque  a  opérer 
dans  un  lemp>;  à  venir.  Une  distribution  trop  uniforme  de 
capitaux  entre  toutes  les  familles  détruirait  toute  émulation , 
rendrait  impossible  l'exécution  des  travaux  pénibles  ou  rebu- 
tants, entraverait  le  progrès  des  beaux-arts,  amènerait  un 
retour  à  la  barbarie.  Une  trop  grande  inégalité  dans  cette 
distribution  devient  une  source  de  vices ,  de  misères  et  d'avi- 


(*j  L'aliolilion  du  droil  d'hérilai^e  est  la  proposition   la  plus  anti-socialo  de 
ceux  qui  se  nomment  êocialisles  par  antiphrase. 
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lisscmenls  de  tout  genre.  Les  institutions  sociales  doivent 
combattre  ces  deux  extrêmes.  En  laissant  une  liberté  com- 
plète à  la  concurrence  et  aux  entreprises  de  l'esprit  indus- 
triel ,  on  évite  le  premier  extrême  ;  alors  les  capitaux  se 
portent  à  l'endroit  de  la  plus  grande  intelligence,  de  la  plus 
grande  activité,  de  la  plus  grande  économie  :  ce  qui  doit  être. 
Pour  empêcher  un  excès  d'accumulation,  il  faut  proscrire 
les  majorats,  les  substitutions,  prescrire  le  partage  égal  des 
successions,  et  faire  de  gros  prélèvements  sur  les  gros  capi- 
taux au  bénéfice  de  la  masse  commune,  du  trésor  public, 
destiné  à  l'exécution  des  travaux  d'un  intérêt  national.  Quel 
rapport  établir  entre  le  prélèvement  et  le  capital?  Jusqu'ici 
on  a  toujours  admis  le  rapport  commercial,  le  rapport  géo- 
métrique ;  mais  l'accroissement  des  grands  capitaux  s'opérant 
plus  facilement  que  celui  des  petits  (§111),  il  semble  qu'il 
n'est  plus  équitable  d'admettre  dans  les  prélèvements  la 
simple  proportionnalité  commerciale.  Appliquant  ces  consi- 
dérations aux  successions ,  M.  Lamé  est  d'avis  de  laisser  sub- 
sister le  rapport  géométrique  pour  les  petits  capitaux  et 
d'imposer  les  grands  capitaux  en  raison  directe  de  la  facilité 
à  les  acquérir,  et  voici  comment  il  procède  :  Soient  A  la  limite 
des  petits  capitaux  et  c  le  prélèvement  pour  cent  ;  ainsi  une 

cA 

succession  égale  ou  inférieure  à  A  paye ;  soit  maintenant 

6  *^  -^     100 

une  succession  lA,  i  étant  un  nombre  entier,  on  partage  cette 

cA 
somme  en  i  parts  égales  :  la  première  part  A  paye  — — ,  la 

facilité  à  acquérir  cette  part  étant  représentée  par  1 ,  celle 

lo'^2 
d'acquérir  la  seconde  part  est  représentée  par  — ^  ;  ainsi 

cA  loir  2 

cette  deuxième  part  paye '—  ,  et  par  le  même  raisonnc- 

*^      ^  -^    100,      3        ' 
log- 
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cA  loî2     ,         .     .     , 

ment,  la  troisième  part  paye ;  donc  toute  la  succes- 

'  *^      *^  -^    100.     4 

log- 

sion  devra  payer  : 


mais  l'on  a  à  peu  près  : 


lOg-  lOg — -r- 

^—. ^  =  l+0,35(i  — 1);         {a) 

donc  le  prélèvement  à  faire  est  — :[l-f-0,35(/ — 1)]. 

M.  Lamé  prend  A  égal  à  cinquante  mille  francs,  et  c  égal 
à  1  ;  il  admet  que  l'aclivilé  de  l'homme  ne  pouvant  guère 
s'exercer  que  pendant  une  vingtaine  d'années ,  il  faut  adopter 
20  pour  la  limite  de  i,  ce  qui  donne  8  0/0  pour  un  héritage 
d'un  million ,  et  le  même  rapport  est  à  conserver  pour  des 
héritages  plus  considérables.  Le  mémoire  se  termine  ainsi  : 
«Si  l'on  adoptait  cette  échelle  des  droits  d'enregistroment 
pour  les  héritages  en  ligne  directe,  il  faudrait  sans  doute  la 
doubler  pour  les  héritages  collatéraux  ,  et  les  quadrupler  si 
les  héritiers  étaient  étrangers  à  la  famille  du  donataire.  » 

YII.  On  a: 

logi+l  =  2Mr-l-  +  V-J-)V-(4-)+etc.l 

où  M  représente  le  module.  Calculant  log2  avec  trois  termes, 

log4  et  log  5  avec  deux  termes,  et  les  logarithmes  suivants 

avec  un  terme  de  la  série,  on  trouve  : 

lo£r2  l'iîr2 

log2  =  2M.0,34Gl5; -^=1,70951;  —^=2,40942; 

lotJ-  log| 

,     5       m    ,     6      2M    ,      7      2M      . 
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Subsliluant  ces  valeurs ,  dans  le  premier  membre  de  la  for- 
mule {a) ,  il  devient 

î[5,11893-f  0,34645  (9 4- 11 -1-13-1-.. ..oi  +  l)] 

r.  .f.f^,-  ,     V   0,07782  %  ^ 

=  0,34645  (t-j- 2) '—. —  ^ 

0.07782 
=  1  -h  0,34645  (i—  1)  -f  0,03935 —. 

=  1 -f- 0,35  (t  -  1  )— 0,00355 (t  —  l)-i- 0,03935  — ^^^'.^^'^ 

=  1-1-0,35  (i—  1)  -}- 0,0429  -  [o,00355i-|-  ^^^4^V 

Nous  devons  à  l'obligeance  de  IVI.  Koralek  (Philippe)  cette 
première  t;eW^ca/toM  de  la  formule  de  31.  Lamé.  JNous  rappe- 
lons à  cette  occasion  que  ce  professeur  étranger  est  auteur 
d'une  méthode  pour  calculer  les  logarithmes  des  nombres  et 
des  lignes  trigonomélriqucs  avec  une  extrême  promptitude 
[voir  t.  YI,p.475).  lly  a  plus  d'une  année  que  l'auteur  a  pré- 
senté son  travail  à  l'Académie  ,  sans  pouvoir  obtenir  un  bout 
de  rapport.  Lorsqu'on  voit  qu'on  fait  à  cette  docte  assemblée 
des  rapports  sur  le  moyen  d'abréger  la  soustraction  des  frac- 
tions en  arithmétique,  et  sur  d'autres  propositions  de  même 
importance ,  on  a  lieu  d'être  grandement  surpris  qu'on  ne 
veuille  pas  dire  un  mot  sur  un  procédé  qui  fait  obtenir  des 
logarithmes  de  nombres  entiers  et  des  lignes  trigonomélriqucs 
avec  7  décimales  exactes  en  quelques  minutes.  J'en  ai  fait 
plusieurs  essais  qui  ont  réussi  ;  le  silence  du  rapporteur  dé- 
signé est  d'autant  moins  explicable  qu'il  est  connu  pour  son 
extrême  habileté  dans  les  calculs  numériques  ;  qualité  pré- 


(*)  La  souscription  à  la  traduotion  d'un  ouvrajie  par  M.  Koralek,  annoncée 
(  t.  VI,  p.  475  ),  esl  toujours  ouverte  chez  M.  Baclielier,  libraire  à  Paris ,  et  chez 
l'auteur,  59,  rue  du  Faubour^'-Poissonnière.  Sa  méthode  lot!;arilhini(|ue  est  jointe 
à  cet  ouvrage. 
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cieuse  et  dos  plus  raros  que  l'illuslre  géomètre  a  encore  en 
commun  avec  Euler  le  Grand.  11  serait  pénible  d'admettre 
pour  cette  explication  des  motifs  étrangers  à  la  science. 

Depuis  que  ceci  est  écrit ,  un  de  nos  analystes  ,  le  plus 
vei^fè  dans  la  doctrine  des  suites,  a  pris  la  série  de  M.  Lamé 
pour  sujet  de  ses  savantes  investigations  (Comptes  rendus , 
août  1848  ,  p.  99).  M.  J.  Binet ,  cherchant  la  sommation  de 

1 
la  série  dont  le  terme  général  est  ,  et  rejetant 


lOi 


('+!)' 


1 

les  termes  de  l'ordre  —,  parvient  à  cette  expression 
1  4-  0,35  [i  —  1)  +  0,04315  -  0,00343i,  clc 


NOTE 

Sur  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  par  la  méthode 
des  surfaces  équivalentes  [F.  t.  1,  p.  192  et  t.  V,  p.  42). 

PAR    M.  JUBÉ    (EUGÈXVE), 
Professeur  au  lycée  deSaint-Oraer. 


En  nommant  R  et  r  les  rayons  des  cercles  circonscrit  et 
inscrit  à  un  polygone  régulier  donné  en  surface,  et  R',/-'ceax 
qui  correspondent  à  un  polygone  régulier  aussi  équivalent 
au  premier,  mais  dont  le  nombre  des  côtés  est  double  ,  on  a 
(Legendre,  liv.  IV,  th.  XVI): 


R':=V/^,     r'=\/  r^±^. 


Si  on  applique  ces  formules  au  calcul  des  mêmes  lignes 
relatives  ù  des  polygones  réguliers  de  même  surface  dont  les 
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nombres  de  côIùj  s'accroisssQl  toujours  eu  doublant ,  après 
n  opérations  on  arrivera  à  deux  rayons  R» ,  r^  dont  la  diffé- 
rence pourra  être  aussi  petite  qu'on  voudra. 

En  effet  R"-r'"=^(R-r);  d'où  R-r'^^^^,"^^,^  (R-r), 

mais  r'>r  et  R'>r',  donc  R'-r'<-(R  — r)  :  si  R'  et  r" 

4 

se  rapportent  à  un  nouveau  polygone  de  même  surface  ayant 
encore  deux  fois  plus  de  côtés,  on  aura  semblablement 

R"— r"<  ^  (R— r)  et  à  fortiori  R"~r"<  \-^ (R-r)  ;  et  enfin 

4  4 

pour  le  polygone  qui  aura  2**  fois  plus  de  côtés  que  le  pre- 

\ 
mier,  Rn  —  ''«  <  -n  ^ — ^)-  On  pourra  donc  prendre  n  assez 

4 

grand  pour  que  Rn  —  rn  soit  plus  petit  que  toute  quantité 

donnée. 

Représentons  par  p  le  rayon  du  cercle  équivalent  à  chacun 

des  polygones  considérés,  alors  Rn  >■  p  >  '^n  ;  donc  la  limite 

de  Rn.  et  de  rn  est  p. 

1 
Pour  calculer  p  à  moins  de  —^  il  suffira  de  trouver  pour 

^  '  A  2  ,        ^       Rn+r„ 

Rn  - rnune  valeur  momdre  que  — -,  car  alors  ^n — 

10  2 

sera  inférieur  à  —zr,  de  même  que     ""^     —  r« ,  et  par 

suite  —^^^ — ^sera  la  valeur  de  p  à  moins  de  — ^. 

2  1  2 

On  aura  R/i  —  ^n  <  — ^,  si  on  pose  —  (R  —  r)<  — . 

Soit  4  la  valeur  commune  du  cercle  et  des  polygones  ,  et  R,r, 

relatifs   au  carré  \  alors  r  =  1  ,  R  =  \/^  ;   et  en  posant 

1        —  2 

r^(V/2  —  1)  ^  -^  on  a ,  en  employant  les  log.  ordinaires, 

m-{-L  (1/2  —  1)^(1  -|-  î'/i)L2  ;  relation  qui  aura  lieu  à  for- 
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=  =      m  1    __  . 

tiori  en  prenant  /«  ^(1  -{-2n)h2  ou  «      ~ — ,-  —  -.  Mais 

3 
L2  =  0,30103,  et  2L2  vaut  -  à  peu  près;  donc  en  prenant 

5 

w       -  /;j ,  ■ sera  la  valeur  de  p  a  moins  de  — =r, 

>  3  *2  2  10"" 

et  le  dernier  polygone  à  considérer  aura  4x2"  côlôs. 

Comme  celte  valeur  de  p  est  comprise  entre  1  et  2 ,  p'  sera 
exprimé  avec  m  chiffres  décimaux  exacts,  et  en  divisant  4 
par  celte  quantité  on  obtiendra  -k  avec  m  chiffres  décimaux 
exacts. 

Celte  méthode  sera  un  peu  moins  avantageuse  que  celle 
des  isopérimètres  (t.  Y,  p.  42). 


QUESTIONS. 

191 .  Trouver  la  7i'«»»e  dérivée  de  x"(^~l)"=0,  et  démon- 
trer que  celte  dérivée  a  n  racines  comprises  entre  0  et  1. 

(Gauss.) 

192.  Trouver  et  discuter  l'équation  de  la  surface  qui  jouit 
de  cette  propriété,  que  la  somme  des  dislances  de  chacun  de 
ses  points  aux  deux  côtés  d'un  angle  droit  est  constante. 

1 93.  La  question  précédente  pour  les  trois  côtés  d'un  angle 
trièdre  trirectangle. 

194.  Connaissant  en  grandeur  et  en  direction  les  perpen- 
diculaires abaissées  d'un  point  sur  les  côtés  d'un  polygone 
plan ,  trouver  l'aire  du  polygone  en  fonction  des  données. 

195.  Trois  cercles  élaut  donnés  dans  un  môme  plan  j  con- 
struisant un  cercle  coupant  rectangulairement  l'un  des  cercles 
donnés  et  passant  par  les  intersections  de»  deux  autres  ;  les 
trois  nouveaux  certUs  passent  par  les  deux  mêmes  points, 
(Pliicker.) 
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LETTRE  A  M.  TERQUEM  SUR  LES  ROSETTES. 

PAR  M.  BRETON  (  SE  CHAMP  ) , 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées.. 


Monsieur,  dans  les  observations ,  si  bienveillantes  d'ail- 
leurs pour  moi ,  dont  vous  avez  fait  suivre  la  note  de 
M.  Brassinc  sur  les  rosettes  (p.  211  ) ,  vous  attribuez  à  Wa- 
ring  l'honneur  d'en  avoir  donné  la  théorie.  Je  crois,  permettez 
moi  de  le  dire,  que  c'est  aller  beaucoup  trop  loin.  Waring 
a  bien  indiqué,  dans  le  problème  XV  de  son  ouvrage  inti- 
tulé Curvarum  algebraicarum proprietates  (2*^ édition,  1772, 
p.  56) ,  le  moyen  d'obtenir  l'équation  qui  a  pour  racines  les 
segments  interceptés  sur  les  rayons  d'une  rosette,  par  une 
courbe  algébrique.  Mais  il  faut  remarquer  d'abord  que  cet 
auteur  ne  fait  qu'indiquer  les  calculs  à  elïectuer,  et  ensuite 
n'énonce  aucune  de  ces  propositions  oii  l'on  voit  les  segments 
former  des  fonctions  qui  conservent  une  valeur  constante 
pendant  que  la  rosette  tourne,  la  courbe  étant  fixe.  Or  c'est 
là  ce  qui  constitue,  à  proprement  parler,  la  théorie  des  ro- 
settes dans  ce  qu'elle  a  de  plus  intéressant.  Peut-on  croire, 
s'il  avait  connu  ces  théorèmes,  qu'il  les  eùî  passés  sous 
silence  ? 

Le  procédé  de  Waring  consiste  à  substituer  dans  l'équation 
en  J^y  y  ^%^'^  courbe,  pour  f  cl  pour  x,  les  expressions 

a  y. 

.rzzzocos— ,  rn=psin— ,  ^m  élant  le  nombre  df^s  rayons 

'        m    '  m 

et  6  le  se-'meht  ;  il  élimine  l'ande  -    au  moyen  delà  relation 

m 


a        1  "V  •  ,  / 1m  .'■  

COS— =  -  \/ coS/.+l/ —  1  .siaa -[- -,, /  COS.:— K — l.siiia; 

Anx.  de  Mathém.  vu.  '^* 
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et  par  suite  les  coefficients  de  l'équation  obtenue,  après  qu'on 
a  fait  disparaître  les  quantités  irrationnelles,  sont  des  fonc- 
tions rationnelles,  mais  généralement  fractionnaires,  de 
sinaetcosa.  On  aperçoit  sans  peine  que  l'équation  ainsi 
formée  ,  p^'-f  A.p^~'-\-  A,p^~'+  ....  =  0 ,  n'est  pas  identique 
avec  celle  dont  on  a  besoin  pour  établir  la  théorie  des  ro- 
settes. Par  exemple,  pour  m  =  1 ,  la  courbe  étant  du  second 
degré,  soient  p'. ,  p\  les  segments  interceptés  sur  le  premier 
rayon ,  ci  p/',  p,"  ceux  du  deuxième  rayon.  On  a 

A. = p;pv+  p;p."+  p/p;'+  pj  p;'+  ?:?:'+  p/'  p.". 
1      1 

Comment  isoler  la  fonction  -p-,  4-  -77-77  pour  démontrer 

P.p2       p.  p. 

qu  elle  conserve  une  valeur  constante?  Yous  voyez  qu'on  est 
conduit  à  des  coefficients  dont  la  composition  ne  permet  pas 
toujours  d'établir  les  théorèmes  les  plus  simples. 

En  faisant,  au  contraire,  Jc=pCOSa,  j^  =  psina,  dans 
l'équation  du  degré  n , 

OÙ  ui  est  une  fonction  homogène  et  entière  de  a- ,  x  du  degré 
i ,  on  trouve  : 

r         ^„p"+  ^^„_.p"-'+  ^„-.p"-'+  -..  +  ^/+  ^.p  +  "o  =0  ; 

-Sl 

Pi  étant  homogène  et  du  degré  i  en  sina,  cosa.  Donc  en  posant 

1 

p=- ,  1  équation 


r  -\ r     -\ r     -f- ....  ^ r-] /'H =  0, 

Mo  "o  "0  Wo      '         W„ 


qui  a  pour  racines  les  puissances  —  1  de  p  ,  a  pour  coeffi- 
cient de  r»  une  fonction  entière  ,  homogène ,  du  degré  i ,  de 
sina,  cosa  ;  et  par  suite  toute  fonction  symétrique  du  degré 
i  de  ces  puissances  s'exprime  aussi  par  une  fraction  entière 
du  degré  i ,  de  sin  «  ,  cos  «. 
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Or,  si  l'on  fait  la  somme  des  valeurs  d'une  telle  fonction 
pour  la  série  des  -Im  angles , 

2Tt  2Tr  2- 

a,     a-j--— ,     a-]-2  .-— ....a-j- (2/7i  —  l)r— > 
'        ^2m'  '         2w  '    ^  2?w 

on  obtient  une  quantité  indépendante  de  a,  toutes  les  fois 
que  m  est  plus  grand  que  i.  Cet  énoncé  renferme  toute  la 
théorie  des  rosettes  circulaires. 

Considérons  présentement  dans  l'espace  une  surface  quel- 
conque et  un  groupe  ou  faisceau  de  rayons  menés  d'un  point 
fixe  aux  sommets  d'un  polygone  régulier  elliptique  (inscrit 
dans  une  ellipse  ,  de  manière  que  ses  côtés  correspondent  à 
des  secteurs  équivalents),  je  dis  que  la  même  propriété  aura 
lieu ,  pourvu  que  l'on  ait  soin  de  multiplier  chaque  puis- 
sance —  1  de  p  par  la  longueur  du  rayon  correspondant. 
Soit  R  cette  longueur,  prenons  pour  origine  des  coordonnées 
le  point  fixe ,  et  supposons  les  axes  des  x  et  des  y  parallèles 
à  ceux  de  la  courbe.  Les  équations  de  celle-ci  peuvent  être 
mises  sous  la  forme  j:?=A-j-âtcoso),  jK=B-|-6sinw,  z=C, 
a,  6  ,  A  ,  B ,  C  étant  des  constantes ,  et  w  une  variable  auxi- 
liaire telle  que  pour  la  série 

2i^  ,  2rr  ,     ,  277 

w,w-j ,      &J+2  —  ....(,}-{- [m  —  1) — , 

m  m  m 

on  a  les  sommets  d'au  polygone  régulier  elliptique  de  m  cô- 
tés. Soit  encore  alors 

l'équation  de  la  surface  Ui  étant  comme  ci-dessus  du  degré  £, 
mais  en  X  ,y^  z.  Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 

cette  surface  sont  évidemment  -^  A-|-^cosw),  :^(B-j-Z»sinw), 

SX  SX 

^C  Donc,  en  les  substituant  dans  l'équation  ci-dessus, 
on  a  une  transformée  où  le  coefficient  de  {  4  )   est  au 


(0 
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plus  du  degré  i  en  sinw,  cosw;  donc,  clc.  Cette  conclu- 
sion, bien  plus  générale  que  la  précédente,  renferme  ce 
qu'on  pourrait  appeler  la  liicorie  des  rosetfes  coniques. 

Voici  un  théorème  assez  curieux  qu'on  en  déduit  :  Soit  un 
polyèdre  régulier  ellipsoïdal  (  c'est-à-dire  qui  devient  régu- 
lier quand  l'ellipsoïde  devient  une  sphère)  ;  si  l'on  suppose 
des  droites  menées  du  centre  de  l'ellipsoïde  aux  sommets  de  ce 
polyèdre,  et  prolongées  jusqu'à  une  surface  quelconque,  les 
sommes  des  valeurs  inverses  des  segments,  de  leurs  carrés  et  de 
leurs  produits  deux  à  deux  dans  chaque  direction  sont  con- 
stantes pour  les  polyèdres  de  même  espèce  circonscrits  au  même 
ellipsoïde. 

Pour  le  dodécaèdre  et  l'icosaèdre  on  peut  s'élever  jusqu'à  la 
quatrième  puissance. 

.  Il  est  bien  évident  qu'on  obtiendrait  des  résultats  analo- 
gues en  faisant  passer  les  rayons  du  faisceau  par  les  points 
que  déterminent  les  équations 

j:  =  çp(sinw,  cosw) ,  j>'=:i  (sinw,  cosoO»  ^  =  '^(sinw,  cosw); 
? ,  J' ,  -zs^  étant  les  signes  de  trois  fonctions  entières ,  lors- 
qu'on donne  à  l'argument  les  valeurs 

w  ,     w-| ,     «4-2.  ....M -{-(m  —  1)-^, 

m  m  '  m 

m  étant  plus  grand  que  le  degré  de  la  fonction  que  l'on  con- 
sidère. Toute  la  difficulté  est  de  définir  géométriquement  ces 
nouveaux  systèmes  ;  j'en  donnerai  quelques  exemples  dans 
une  prochaine  lettre. 
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THEORIE  GENERALE  DES  POLES ,  POLAIRES ,   etc. 

(V.  p.  325,  fin.  ) 


PAR  M    I.ENTHERIC  neveu, 

Professeur. 


§  II. 

1.  Soit 
Ax'+Ay+  A"z'+ Bjrz + B'jTz + B".r  r  +  Cx+  Cy+C'z+  £=0 

Ou  plus  simplement  F(jc,jk,z)=0  (1),  l'équation  générale 
des  surfaces  du  2^  ordre. 

On  sait  que  lorsqu'on  mène  à  la  surface  un  plan  tangent 
par  un  point  quelconque  «.  p.  y  de  l'espace,  les  coordonnées 
du  point  de  contact  satisfont  aux  deux  équations 

F(.r.^.z)  =  0;F'^(a-x)+F'^(P~jK)+F'=(Y-c)  =  0 

La  seconde  ajoutée  au  double  de  la  première  s'abaisse  au 
premier  degré  et  devient 

•aF',.  +  riF'j,  +  7F',  +  Cx  +  C>-  +  C"z+2E=0  (2) 

équation  d'un  plan  ;  donc  tous  les  points  de  contact  sont 
dans  ce  plan.  Ainsi,  une  surface  conique  circonscrite  à  une 
surface  du  deuxième  ordre  touche  cette  surface  suivant  une 
courbe  plane. 

Nous  désignerons  le  plan  de  cette  courbe  sous  le  nom  de 
plan  de  contact.  Cela  posé,  si  le  sommet  a.  p.  y  de  la  surface 
conique  circonscrite  se  meut  sur  un  plan  quelc(>îH|ue 

z=px'-}-rir'-\-ri:v 
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on  aura  entre  a.  p.  y  la  relation  -{  t=z pa. -{- q^ -\- r  et  par 
suito  l'équation  (2)  deviendra 

(F'a;+/^F',)a+(F'y+^F's)P+rF':,+Cx-i-C>-H-C"z-J-2E=0(4:. 

et  sera  l'équation  générale  de  tous  les  plans  de  contact  qui 
correspondent  aux  divers  points  du  plan  (3). 

Or,  la  forme  seule  de  l'équation  (4)  montre  que  tous  les 
plans  qu'elle  représente  en  y  faisant  varier  a.  p  coupent  la 
droite  flxe 

F'^4-;7F'=  =  0;     F'y+^F'=  =  0 

en  un  même  point  donné  par  l  intersection  des  trois  plans 

F'a;+/^F',  =  0(5);    F'j,+  9F',  =  0  (6) 

rF'^  +  Co:  +  G  y  +  C"z  +  2E  =  0  (7) 

dont  les  équations  ne  contiennent  pas  les  variables  a.  p  ;  donc 
tous  les  plans  de  contact  se  coupent  en  un  même  point 
situé  sur  la  droite  (5),  (G).  Cette  droite  est  évidemment  un 
diamètre  de  la  surface,  car  les  équations  sont  satisfaites  par 
F'a;  =  0,  F'j/=0,  F'2  =  0  qui  déterminent  les  coordonnées 
du  centre.  La  position  de  ce  diamètre  est  aussi  indiquée  par 
la  forme  des  équations  (5),  (G). 

En  effet  l'équation  d'un  plan  tangent  à  la  surface  et 
parallèle  au  plan  (  3  )  est  z  —  z'  =^p[x  —  x')  -\-  q  (  r  T-y) 
a'. y.  z'  désignant  les  coordonnées  du  point  de  contact, 

et  l'on  doit  avoir  p=  —  ^7-  ou  FV  -{-pY'z'  =  0  et  (7  rr: 

F'  ' 
—  -~  ou  ¥y'  -\-  qF'z'  =  0,  équations  qui  sont  satisfaites  Si 

le  point  de  contact  x'.j'.  z'  est  une  des  extrémités  du  dia- 
mètre (5),  (6).  Donc  ce  diamètre  est  celui  qui  passe  par  le 
point  de  contact  d'un  plan  langent  à  la  surface  parallèlement 
au  plan  donné.  Nous  pouvons  par  conséquent  en  conclufQ 
co  (héurùrao  1 
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Si  Von  circonscrit  à  une  surface  du  deuxième  ordre  une 
suite  de  surfaces  coniques  dont  les  sommets  sont  situés  sur 
un  mêm  -plan  :  1°  taules  les  courbes  de  contact  seront  des  courbes 
planes  ;  2"  leurs  plans  se  couperont  en  un  même  point  ^  3"  ce 
point  sera  situé  sur  le  diamètre  de  la  surface  qui  passe  par 
le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  à  la  surface  et  parallèle 
au  plan  donné. 

Le  point  do  concours  de  tous  les  plans  de  contact  qui 
correspondent  aux  divers  points  d'un  plan,  a  été  appelé  par 
M.  Gergonne  le  pôle  du  plan ,  et  l'on  voit  qu'à  un  plan  quel- 
conque correspond  toujours  un  pôle  dont  les  équations  (5) , 
(6),  (7)  déterminent  les  coordonnées  en  y  remplaçantp,  q,  r, 
par  les  constantes  de  ce  plan, 

2.  Réciproquement,  soient  <2,&,c  les  coordonnées  d'un 
point  de  l'espace ,  en  faisant  jc  =  a,  y  =  b,  z  =  c  dans  les 

F'o  F'b 

équations  (5),  (6),  (7),  elles  donneront  p  =  ——-.,  q=—  -^q-, 

te  te 

Ca-{-ab-\-C"c-\-2E  ^    .,       ,j       ,^,  „. 

— ,  en  substituant  dans  (3)  lequa- 


F'e 

lion  résultante 

gax  +  F'jr  +  F'cz  +  Ca  +  Gb  +  C"c  -f  2E  =  0        (8) 

sera  celle  d'un  plan  ayant  pour  pôle  le  point  tz, 6, c;  d'où 
résulte  ce  nouveau  théorème  : 

Si  par  un  point  quelconque  ^  on  conduit  une  suite  de  plans 
qui  coupent  une  surface  du  deuxième  ordre  et  que  l'on  considère 
les  courbes  d'intersection  comme  les  lignes  de  contact  d'une 
suite  de  surfaces  coniques ,  circonscrites  à  la  surface  du 
deuxième  ordre  ,  les  sommets  de  toutes  ces  surfaces  seront  dans 
un  même  plan,  et  ce  plan  sera  parallèle  à  celui  qui  touche  la 
surface  à  l'extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  le  point. 

Ce  plan  est  dit  le-  plan  polaire  du  point.  Ainsi ,  à  un  point 
quelconque  de  l'espace  correspond  toujours  un  plan  polaire 
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dont  on  trouve  l'équation  en  remplaçant  dans  (8)  «,  6,  c  par 
les  coordonnées  de  ce  point. 

3.  Le  plan  polaire  élant  z=px  -\- qy -\- r  [^) ^  nous  avons 
vu  que  son  pôle  est  déterminé  par  les  trois  équations  : 

F'^+j!7F'-  =  0(5);      F'j/  +  <7F'2=:0  (6) 

rV\  +  Cx  +  C'y  +  C"s  +  2E  =  0.  (7) 

Comme  chacune  d'elles  ne  contient  que  l'une  des  constantes 
p,q,T'  du  plan,  il  en  résulte  que  séparément  ou  deux  à 
deux  ces  équations  expriment  un  lieu  géométrique  des  pôles, 
qui  dans  le  premier  cas  est  un  plan  et  dans  le  deuxième  cas 
une  droite. 

r  étant  seule  constante ,  le  lieu  géométrique  des  pôles  sera 
le  plan  (7)  ;  or  dans  celte  hypothèse  le  plan  (3)  passe  con- 
stamment par  le  point  fixe  jc=:O,j^=0,z=r  et  l'équation  (8) 
montre  que  l'équation  (7)  est  celle  du  plan  polaire  de  ce 
point  fixe  ;  donc 

Le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  système  de  plans  qui  se 
coupent  au  même  point  est  le  plan  polaire  de  ce  point. 

r  étant  seule  variable ,  le  lieu  géométrique  des  pôles  est  la 
droite  (5),  (6).  Or,  dans  celte  hypothèse  le  plan  (3)  se  meut 
parallèlement  à  lui-même,  et  nous  avons  vu  que  la  oroite 
(5),  (6j  est  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  d'un 
plan  tangent  parallèle  au  plan  donné  ;  donc 

Le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  système  de  plans  paral- 
lèles est  le  diamètre  passant  sur  le  point  de  contact  du  plan 
tangent  parallèle. 

p  étant  seule  constante,  le  lieu  géométrique  des  pôles  sera 
le  plan  (5)  ;  or,  dans  cette  hypothèse,  le  plan  (3)  est  parallèle 

à  la  droite  fixe^=0  j  z=px,  et  le  plan  diamétral  conjugué 

1 

de  c(!lte  droite  est  -F'^  +  Fs  =0  ou  l''^-\-pF\=  0,  qui  est 

l'équation  (5)  ;  donc 
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Le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  système  de  plans  parallèles 
à  une  droite  ,  est  le  plan  diamétral  conjugué  de  la  direction. 

p  étant  seule  variable,  le  lieu  géométrique  des  pôles  sera 
la  droite  (6),  (7).  Or,  dans  cette  hypothèse,  le  plan  (3)  passe 
constamment  par  la  droite  x  =  0,z=:qy-{-ret  (6)  est  le 
plan  diamétral  conjugué  de  la  direction  :  donc  la  droite  (6), 
(7)  est  située  dans  ce  plan  diamétral  et  il  reste  à  déterminer 
sa  position  dans  ce  plan. 

Comme  elle  est  indépendante  du  choix  des  axes ,  nous 
pouvons  supposer  que  celui  de  j  est  parallèle  à  la  droite 
jc  =  0;  z  =  qy-\-  r,  ce  qui  donne  ^  =0,  et  prendre  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  direction  pour  celui  des  j;s  ,  ce  qui 
réduit  l'équation  de  la  surface  à  la  forme 

.    A^'+  Ay-f  A"z2+  B'x=  +  Cx  +  C"z  +  E  =  0; 
alors  la  droite,  lieu  géométrique  des  pôles,   aura  pour 

équations 

y=0^     rF'=  +  Cx4-C"s-f  2E  =  0. 

La  trace  de  la  surface  sur  le  plan  des  xz  est  une  conique 
ayant  pour  équations 

jK  =  0  ;    kx'  -[-A"s'  +  B'jc:;  +  Cx  +  G"z  +  E  =  0. 
La  trace  de  la  droite  donnée  sur  le  même  plan  est  x  =  0, 
y=0  ;  z=r-  or  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  courbe 
qui  précède  a  pour  équations 

jK=0;    rF':;-|-Cx+C"z-f-2E  =  0 

qui  sont  précisément  celles  de  la  droite,  lieu  géométrique 
des  pôles  ;  donc ,  le  lieu  géométrique  des  pôles  d'un  système  de 
plans  qui  se  coupent  suivant  la  même  droite,  est  la  polaire  du 
point  où  la  droite  rencontre  le  plan  diamétral  conjugué  de  la 
direction  ,  la  polaire  étant  prise  par  rapport  à  la  conique  que 
le  plan  diamétral  détermine  sur  la  surface.  Nous  verrons 
dans  le  §  suivant  que  cette  polaire  est  la  droite  suivant  la- 
quelle se  couperaient  tous  les  plans  de  contact ,  si  le  point 
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a.  6.  Y  se  dépinçait  suivant  la  droite  qui  est  l'intcrsectioD 
commune  des  plans,  et  nous  pourrons  alors  énoncer  plus 
simplement  le  théorème  qui  précède. 

La  considéralion  de  la  constante  q  conduirait  évidemment 
aux  mêmes  conclusions  que  celle  delà  constante/?,  et  chacun 
des  théorèmes  qui  précèdent  aurait  la  réciproque  dont  il  est 
facile  de  trouver  l'énoncé. 

4.  Cherchons  maintenant  la  position  relative  du  pôle  et  du 
plan  polaire.  Comme  elle  est  indépendante  du  choix  des 
axes ,  nous  pouvons  les  supposer  tels  que  celui  de  z  soit  le 
diamètre  passant  par  le  pôle,  et  que  le  plan  de  xy  soit  tan- 
gent à  la  surface  parallèlement  au  plan  polaire.  L'équation 
de  la  surface  se  réduira  à  la  forme 

A  x^+  Ay'+A"s'+  C"s  =  0  ; 
Tordoimée  verticale  du  centre  sera  donnée  par  l'équation 
dérivée  en  s 

01' 
2A" 

Cette  ordonnée  sera  la  longueur  du  demi-diamètre  qui 
prisse  par  le  pôle  ;  en  la  représentant  par  d  on  aura  donc 

d=-—. 

L'équatiun  (i)  du  plan  polaire  deviendra 

C"c 


2A"3+C"=0j  d'oÙ2  =  —     -,. 


(2A"c-}-C")z+C"6-  =  0;    d'où 


2A"c4-C"' 

z  désignant  la  dislance  du  plan  polaire  à  l'origine.  En 
appelai, t/j  la  distance  du  plan  polaire  au  centre,  on  aura 
donc 

^  =  -  aT^JTf?  +  î^"  ""  '■"''""""  '''=  2A"(2A-c-  +  C")- 
La  distance  du  pôle  à  rori[,M!)e  étant  c,  en  appelant//  la 
distance  du  pôle  au  contre,  ou  aura 
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Et  enfin,  faisant  le  produit  des  deux  dislances/»,  /?',  on 
arrivera  à  la  relation  remarquable 

pXp'=cP;  (9) 

donc, 

Dans  les  surfaces  de  deuxième  ordre  qui  ont  un  centre ,  le 
pôle  d'un  plan  est  situé  de  manière  que  si  l'on  mène  le  diamètre 
qui  passe  par  le  pôle,  le  demi-diamètre  est  moyen  proportionnel 
entre  les  distances  du  pôle  et  du  plan  au  centre ,  les  distances 
étant  mesurées  sur  le  diamètre. 

Si  la  surface  n'a  pas  de  centre,  on  a  de  plus  A"=0  et  l'é- 
quation du  plan  polaire  se  réduit  à  z= — c,  d'où  résulte  cette 
propriété  du  paraboîoïde ,  analogue  à  celle  de  la  parabole  : 

Dans  tout  paraboîoïde ,  la  partie  du  diamètre  comprise 
entre  un  plan  et  son  pôle  a  son  milieu  sur  la  surface. 

Cette  propriété  et  la  relation  (9)  donnent  un  procédé  très- 
simple  pour  construire ,  soit  le  plan  polaire  lorsque  l'on 
connaît  le  pôle,  soit  le  pôle  lorsque  l'on  connaît  le  plan 
polaire  pour  chacune  des  cinq  surfaces  du  deuxième  ordre. 

Dans  le  cas  de  la  sphère,  le  diamètre  est  perpendiculaire 
au  plan  polaire,  et  la  relation  (9)  a  toujours  lieu. 

De  ce  qui  précède  résultent  ces  conséquences ,  qu'il  suffira 
d'énoncer  : 

Le  plan  polaire  étant  extérieur  à  la  surface,  le  pôle  est 
intérieur  et  réciproquement. 

Le  plan  s' éloignant  du  centre,  le  pôle  s'en  rapproche  et 
réciproquement. 

Le  plan  passant  par  le  centre,  le  pôle  est  à  l'infini  et  réci- 
proquement. 

Le  plan  étant  tangent,  le  pôle  est  au  point  de  contact,  et 
récipïoquement  si  le  pôle  est  sur  la  surface ,  le  plan  est  tan" 
geni  m  ce  point. 
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5.  L'équalion  (8)  du  plan  polaire  pn  y  remplaçant  F'a, 
F'b,Fc'  par  leurs  valeurs  et  ordonnant  par  rapport  k  a,  b,  c 
devient 

aF'x  +  ^F',^+  cF'=4-  C:c  4-  C'y  -f-  C"=  +  2E  =  0 

en  comparant  cette  équation  avec  (2)  on  voit  que  le  plan 
polaire  d'un  point  est  le  plan  de  la  courbe  de  contact  qui 
correspond  à  ce  point j  donc,  le  pôle  d'un  plan  est  l'inter- 
section commune  des  plans  polaires  de  tous  les  points  de  ce 
plan.  Par  conséquent,  si  un  point  est  dans  un  plan,  son 
plan  polaire  passera  par  le  pôle  de  ce  plan. 

Réciproquement  le  plan  polaire  d'un  point  est  le  lieu  géo- 
métrique des  pôles  de  tous  les  plans  qui  passent  par  ce  point  ; 
donc,  si  un  point  passe  par  le  pôle  d'un  autre  plan,  son  pôle 
se  trouvera  sur  cet  autre  plan  (3). 

6.  L'identité  de  l'équation  du  plan  polaire  d'un  point  avec 
celle  du  plan  de  contact  qui  correspond  à  ce  point  nous  in- 
dique que  le  plan  polaire  est  un  lieu  géométrique  dont  le 
plan  de  contact  n'est  qu'un  cas  particulier. 

En  effet,  soit  Ax'^Ay-{-A"z'-\-Bfz-{-B'xz-{-B":cj-^ 
Ca7+Cy-f-C"2-|-E  =  0,  l'équation  générale  des  surfaces  du 
deuxième  ordre.  Désignons  par  a,  a'  les  segments  compris 
sur  l'axe  des  ôc  entre  l'origine  et  la  surface.  Ces  segments 
sont  donnés  par  1  équation  du  deuxième  degré 

C  F 

Ajc'-f Cjc-fE  =  0,    d'où    a  +  x'  =  — — ;  «:<'=—; 

A.  A. 

de  môme  p,  p'  désignant  les  segments  compris  sur  l'axe  des 
y,  ces  segments  seront  donnés  par  l'équation  du  deuxième 
degré 

Ay+c:r-f-E=o,  d'où  p-f-p'=_||:  p,5'=|7- 

Enfin,  7,  •/  désignant  les  segments  sur  l'axe  des  z,  ces 
segments  sont  donnés  par  l'équation 
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AV  +  C"z  +  E=0,     d'où    ^+/  =  _A!,.^./=|.. 

Prenons  un  segment  sur  chacun  des  axes,  par  exemple  a 
sur  l'axe  des  :r,  j3  sur  celui  des  r,  et  7  sur  celui  des  z.  Le 
plan  que  déterminent  ces  trois  segments  a  pour  équation 

a         [3  y 

Le  plan  qui  détermine  les  trois  autres  segments  c.',  p',  -/ 
aurait  de  même  pour  équation 

Ces  deux  plans  se  coupent  suivant  la  même  droite  avec  un 
troisième  plan  qui  a  pour  équation  la  somme  de  leurs  équa- 
tions, c'est-à-dire  : 

-  +  ^'       ,    I3  +  P'       ,7  +  7' 
aa  ^[i  yy 

Or,  en  substituant  en  place  de  a  -j-  a',  ^-j-  p',  7  -I-7',  ax', 
Pt^S  77'j  ïcurs  valeurs  de  ci* dessus,  l'équation  de  ce  troi- 
sième plan  devient 

C^  +  C>H-C"z-|-2E  =  0, 

et  Féquation  (8)  fait  voir  que  ce  deuxième  plan  est  le  plan 
polaire  de  l'origine;  donc  la  position  est  indépendante  de  la 
direction  des  axes ,  et  il  en  résulte  ce  théorème  : 

Si  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  sécantes  rencontrant 
une  surface  du  deuxième  ordre  chacune  en  deux  points ,  et  si 
Von  prend  un  point  d'intersection  sur  chaque  sécante,  le  plan 
déterminé  par  ces  trois  points  sera  coupé  par  celui  des  autres 
points  restants ,  suivant  une  droite  qui  sera  toujours  située 
dans  un  même  plan  lorsque  l'on  fera  tourner  les  sécantes  au- 
tour du  point  fixe,  et  ce  plan  sera  le  plan  polaire  du  point 
fixe. 
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Donc ,  si  parmi  les  sécantes  trois  peuvent  devenir  tan- 
gentes, les  points  de  contact  seront  sur  le  plan  polaire  et  en 
détermineront  la  position  ,  ce  qui  explique  l'identité  de  l'é- 
quation de  ce  plan  avec  celle  du  plan  de  contact. 

On  pourrait  conclure  de  ce  théorème  un  nouveau  procédé 
pour  construire  ,  soit  le  plan  polaire  d'un  point  donné ,  soit 
le  pôle  d'un  plan  donné. 

§  in. 

1.  Reprenons  l'équation. 

aF'^  +  6F'j,  +  yF'^  +  Cr  +C'jk  +G";;  +  2E  =  0  (2) 

de  la  courbe  de  contact  qui  correspond  à  un  point  quelcon- 
que a,  p,  Y  de  l'espace,  et  examinons  le  cas  où  le  point  a,  p,  y 
est  sur  une  droite  quelconque 

a:=mz-\-g     (10)         ^  =  nz-\-h.  (11) 

On  aura  alors  entre  a,  p,  y  les  deux  relations 
a=mY-f^»      P  =  «t4-^S 
cl  substituant  ces  valeurs  de  a,  p  dans  (2),  l'équation  résultante 

{mF'x  +nF'y-{-F'x  Yi+gF'm+hF'x  +Cx+Gy+C"y  +2E=0  (12) 

sera  l'équation  générale  de  tous  lès  plans  de  contact  qui  cor- 
respondraient aux  divers  points  de  la  droite  (10) ,  (11). 

Or  la  forme  de  l'équation  (12)  fait  voir  que  tous  les  plans 
qu'elle  représente  se  coupent  suivant  une  même  droite,  car 
l'intersection  de  deux  quelconques  de  ces  plans  serait  celle 
des  deux  plans 

mF'a;  +  nF'y  +  F'z=0  (13) 

gF'x  +  hF'y+Cx+C'y+G'z+2E  =  0  (14) 

dont  les  équations  sont  indépendantes  de  la  variable  y- 
On  sait  que  le  plan  conjugué  de  la  direction 
a:  =  mz  ;    y  =:  nz 
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qui  est  celle  de  la  droite  donnée  (10),  (11),  est 

équation  du  plan  (13),  donc  la  droite  (13),  (14)  est  dans  ce 
plan,  et  il  en  résulte  ce  théorème. 

Si  Von  circonscrit  à  une  sur  face  du  deuxième  ordre  une  suite 
de  surfaces  coniques  dont  les  sommets  soient  situés  sur  une 
même  droite  ,  les  plans  de  toutes  les  courbes  de  contact  se  cou- 
peront suivant  une  autre  droite  qui  sera  située  dans  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  direction  de  la  première. 

La  droite  (13),  (14)  a  été  appelée  par  MXiergonne  la  polaire 
de  la  droite  (10),  (11).  A  une  droite  de  l'espace  correspond 
toujours  une  polaire  dont  on  trouverait  les  équations  en  sub- 
stituant dans  (13),  (14),  en  place  de/«,  n,g,h,  les  constantes 
de  cette  droite. 

2.  Réciproquement,  supposons  que  le  point  a,  p^  y  se  meuve 
sur  la  droite  (13),  (1 4),  ce  qui  donnera  entre  a,  p,  y  les  relations 

m¥'a  +  nF'iS  4-F'y  =  0  ^F'a  +hF'^  +Ca+C'p^-G'''y  +2E  =  0. 

L'équation  générale  des  plans  des  diverses  courbes  de  con- 
tact qui  correspondraient  aux  divers  points  de  la  droite  (13), 
(14) ,  sera  l'équation  (2)  que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

F;x-fFy  +  F;s-|-Cx  +  G'p4-C"Y-}-2E  =  0  (2) 

en  y  supposant  a,  p,  y  liées  entre  elles  par  les  deux  relations 
qui  précèdent.  Or  ces  relations  sont  précisément  celles  qui 
expriment  que  le  plan  (2)  contient  la  droite 

X=:mz+g  {10)     y=:Jiz-{-h  (11) 

donc,  de  même  que  tous  les  plans  de  contact  qui  corres- 
pondent aux  divers  points  de  la  droite  (10),  (11)  se  coupent 
suivant  la  droite  (13),  (14),  réciproquement  tous  les  plans  de 
contact  qui  correspondent  aux  divers  points  de  la  droite  (13), 
(14)  se  coupent  suivant  la  droite  (10),  (11),  ce  qui  justifie  la 
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dénomination  de  polaires  conjuguées  donnée  par  M.  Ger- 
gonne  à  ces  deux  droites. 

3.  La  polaire  conjuguée  de  la  droite 

.V  =  mz -\- g  {iO)     .r  =  nz  +  /i  (U) 

a  pour  équation 

mF'a:+«F'„4-F'.  =  0  (13);    (/F,;-f /^F'^+Co:  +  C>+ C"z 

+  2E=0(14); 
l'équation  (13),  ne  contenant  que  les  coefficients  angulaires 
m.  Il  de  la  droite  (10)  (U),  c?t  le  lieu  géométrique  des  posi- 
tions de  cette  droite  lorsque  m  et  n  restant  constants  on  y 
fait  varier  g- et  h;  mais  alors  la  droite  (10),  (U)  se  meut  pa- 
rallèlement à  elle-même,  et  (13)  est  le  plan  diamétral  con- 
jugué de  liî  direction  constante;  donc 

Les  polaires  d'un  système  de  droites  parallèles  sont  toutes 
situées  dans  le  plan  diamétral  conjugué  de  leur  direction  com- 
mune^ et  nous  pouvons  en  conclure  que  réciproquement  : 

Les  polaires  de  toutes  les  droites  situées  dans  mw  plan  dia- 
métral sont  parallèles  à  la  direction  dont  ce  plan  serait  le  con- 
jugué. 

L'équation  (14)  ne  contient  que  les  constantes  g'  et  A  de  la 
droite  (10)(11),  donc  elle  est  Iç  lieu  de  position  de  cette  droite 
lorsque  g  et  h  restant  constants,  on  y  fait  varier  m  et  n. 
Mais  alors  la  droite  (10),  (11)  passe  par  le  point  fixe 
X  =g,  y  z=zhz;  =0,  et  l'équation  (14)  est  le  plan  polaire  de 
ce  point;  ainsi 

Les  polaires  d'un  système  de  droites  qui  se  coupent  en  un 
même  point  sont  toutes  situées  dans  le  plan  polaire  de  ce  point, 
réciproquement,  et  les  polaires  d'un  système  de  droites  qui  sont 
situées  dans  un  même  plan  passent  toutes  par  le  pôle  de  ce  plan. 

4.  Cherchons  la  position  de  la  polaire  conjuguée  (13),  (14j 
dans  le  plan  diamétral  (13).  Comme  cette  position  est  indé- 
pendante du  choix  des  axes,  nous  pouvons  les  supposer  tels 
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que  celui  des  z  soit  parallèle  à  la  droite  doi'.née  (10),  (11),  ce 
qui  exige  que  l'on  ait  m  — 0,  7i  —  0,  et  prendre  pour  plan 
dos  xjK,  ce  plan  diamétral  conjugué  de  sa  direction,  ce  qui 
réduit  l'équalion  de  la  surface  à  la  forme 

\jc'  +  A'y  4-  A"r  4-  B"^jr  +  Cx  +  €>  +  C"z  +  E  =  0. 

Les  équations  de  la  polaire  conjuguée  (13)  (14)  sont  dans 
ces  hypothèses 

z  =  0    ^F'x-j-^Fy+Cor-f  C>  +  r.E  =  0. 

La  trace  de  la  surface  sur  le  plan  des  xjy  est  ur.o  conique 

3=^0,      Ax'-f  Ay^  +  B"jrK  +  C-f-xCy  +  E=:0. 

La  trace  de  la  droite  donnée  sur  le  même  plan  est  un  point 

Or  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  est  : 
z  =  0,    jg-F'^  +  APy  +  Cjc  +  Cy+zE^O. 

Donc  elle  coïncide  avec  la  polaire  conjuguée  de  la  droite. 

Ainsi  :  La  polaire  conjuguée  d'une  droite  de  l'espace  est  la 
polaire  du  point  où  la  droite  rencontre  le  plan  diamétral  con- 
jugué à  sa  direction ,  la  polaire  étant  prise  par  rapport  à  la 
section  que  le  plan  diamétral  détermine  sur  la  surface. 

On  voit  par  là  que  la  polaire  d'une  droite  de  l'espace  se 
ramène  à  la  polaire  d'un  point  d'un  plan  par  rapport  à  une 
conique  située  dans  ce  plan. 


THEOREME  DE  NEWTON  SUR  LES  ASYMPTOTES. 

PAR  M.  I.EBi:SGU£. 

Jajoulcrai  d'abord  un  mot  à  ce  que  M.  Terquem  a  dit 
dans  les  ivmv.  nw.].,  t.  IV,  p.  14,  sur  les  diamètres  des 
courbes  algébriques. 

ÂNN.  DE  MaTBÉM.  vil,  25 
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Soit  Q,:k"-'+Q,+i^"~'~'+...  Q„  =  0,  l'équation  d'uno 
courbe  algébrique  de  degré  n\  Q^,  Q,+i  •••  Q„  sont  des  fonc- 
tions entières  de  x  dont  l'une  au  moins  sera  d'un  degré 
marqué  par  l'indice,  le  degré  ne  pouvant  jamais  surpasser 
cet  indice.  L;i  ligne  des  ordonnées  moyennes  sera  donc  : 

(/î-i")rQ.-|-Q.+i=o. 

Ce  sera  généralement  une  courbe  facile  à  construire,  car 
elle  est  du  premier  degré  r  et  au  plus  du  degré  i-\-\  en  x  ,• 
mais  si  Q,^(-i=(«.r-j-^)Q,,  on  a; 

{n — i)  y-\-ax-\'b^=  0, 

ligne  droite  qui  prend  le  nom  de  diamètre. 

Si  i=0,  Qo  est  une  constante.  Qi=wjr-f-«,  la  ligne  des 
ordonnées  moyennes,  est  toujours  une  ligne  droite 5  c'est  le 
diamètre  ordinaire.  Si  i;>Oj  le  diamètre  sera  dit  singulier. 
Ces  sortes  de  diamètres,  dont  Waring  a  parlé ,  sont  toujours 
en  nombre  n  ou  inférieurs  à  ii. 

On  voit  de  plus  qu'en  prenant  un  tel  diamètre  pour  axe 
des  X ,  l'équation  prend  la  forme 

Q,.r"-'+Qt + ,r-'---\- ...  =0. 

Une  équation  étant  donnée,  on  voit  de  suite  si  la  ligne 
désordonnées  moyennes,  ou  celle  des  abscisses  moyennes, 
peut  être  un  diamètre  ordinaire  ou  singulier.  Cherchons  si , 
en  prenant jr=>3-3^  pour  axe  d'un  nouvel  axe  des  abscisses  x\ 
la  ligne  des  abscisses  ne  serait  pas  un  diamètre  ordinaire  ou 
singulier. 

s«u."FQ+.-y(^)+."->(5)..,=o  (., 

l'cquation  d'une  courbe  rapportée  à  des  axes  faisant  l'angle  0. 
Si  l'axe  des  7  restant  le  même,  l'axe  a:'  a  pour  équation 
y=jjx\,  Oii  transformera  l'équation  en  posant  yz=px-{-y, 


.y    „  1  ^' 


x==x\/\  ■\-p'-[-j.uc{ihQ=Vx:(iicomvî\(i  '-=pA — ,  en  substi- 

XX 
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tuant  et  ordonnant  par  rapport  à  x-,  puis  remplaçant  jc  par 

-  on  trouvera  : 
P 

jr'"F/;+Px'"-'(/F>+//7)+....  =0;  {b) 

de  là  oq  lire  un  diamètre  prdinaire  = 

ou  relativement  aux  axes  primitifs  = 

yF'jp-^inFp-pF'p)a:-yj7=0. 

Le  diamètre  ne  pourrait  être  singulier  qu'en  faisant  dispa- 
raître le  terme  ce'"  ou  en  posant  = 

Fp= A^"+A.  r~'+ . . .  A„=0. 

Si      P  g)=^  (  Ar+Ky'-^+ ...  +A„x"  ) , 

d'où  l'on  parvient  facilement  à  cette  conclusion,  il  y  a  au 
plus  71  diamètres  singuliers;  il  serait,  je  crois,  superflu  de 
la  développer. 

De  ce  que  F/>::=0,  ou  n'en  peut  conclure  l'existence  d'un 
diamètre  singulier  correspondant  à  la  droite  ^=/?x,  que  si 
la  condition  de  divisibilité  donnée  plus  haut  est  satisfaite; 
seulement  dans  tous  les  cas  l'équation  {b)  montre  que  les 
droites  d'équation  j^=/'x-j-y  parallèles,  mais  variables  avec 
y,  ne  peuvent  rencontrer  la  courbe  en  plus  de  ji — t  points. 
Par  celle  raison  on  peut  regarder  ces  sécantes  comme  sin- 
gulièî'es,  Gïi  nommant  ordinaires  cilles  pour  lesquelles  on  n'a 
pasF^;—0, auquel  cas  il  peuty  avoir  n  points  d'intersection. 

Parmi  les  sécantes  singulières  données  par  l'équation 
y=px--\-y  sous  la  condition  Fp:=0^  il  faut  remarquer  celle 
pour  laquelle  jr'  serait  déterminé  par  l'équation 

yF'p-{-fp  =  0; 
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1  equalion  (b)  inonlrcrait  alors  que  les  lignes  droites  d'équa- 
tion 

y=P^^-^;-^   (F/^=o)  (c) 

ne  peuvent  rencontrer  la  courbe  en  plus  de  ji^—2  points. 

Examinons  de  plus  près  ces  sécantes  singulières.  Quand 
l'équation  {b)  est  mise  sous  la  forme 

Q.x"-'+Q,a''"-=+...+Q„=0,  {d) 

s'il  arrive  que  la  valeur  de  y  qui  donne  Q,  =  0  donne  aussi 
Qa=:Q3...=Q„=0,  l'équation  [d)  sera  décomposable ,  et  la 
droite  (c)  sera  au  nombre  des  liû^nes  représentées  par  l'équa- 
tion donnée.  Ce  cas  étant  laissé  de  côté ,  si  on  donne  h  y' 
non  plus  une  valeur  qui  rende  Q,=0,  mais  Q,  fort  petit, 
l'équation 

aurait  nécessairement  des  racines  fort  grandes  approchant 
de  plus  en  plus  de  l'inAni.  Deux  cas  peuvent  se  présenter 
(  il  serait  peu  utile  de  donner  ici  des  exemples ,  chose  déjà 
faite  dans  ce  recueil)  :  si  parmi  ces  racines  infinies  il  y  en  a 
de  réelles ,  la  ligne  (c)  sera  dite  asymptote  vraie ^  mais  si  ces 
racines  inGnies  étaient  imaginaires,  la  ligne  (c)  ne  serait 
plus  une  asymptote ,  autrement  ce  serait  une  asymptote 
fausse.  Newton  a  donné  un  théorème  général  sur  les  courbes 
algébriques,  et  qui  s'étend  aux  asymptotes  tant  vraies  que 
fausses. 

En  voici  l'énoncé  :  si  une  courbe  du  n"  degré  ayant  fi 
asymptotes  est  coupée  par  une  sécante,  savoir  les  asymptotes 
aux  points  ^, ,  «, ...  <7,,,  les  branches  correspondantes  de 
la  courbe  aux  points  b^,  b^  ...  ^„,  la  somme  des  segments 

'^.^.5  ^î^a «„^„  sera  nulle,  c'est-à-dire  que  la  somme 

des  segments  positifs  étant  S,  celle  des  segments  négatifs 
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sera — S.  Ainsi  pour  l'hyperbole  conique  on  a  deux  segments 
égaux  en  valeur  absolue. 

La  démonstration  s'établit  en  quelques  mots,  au  moyen 
d'un  théorème  de  M.  Liouville.Si  l'on  a  pris  l'axe  des  j- paral- 
lèle à  la  sécante,  les  asymptotes  seront  données  par  l'équation 

fP 

en  supposant 

F;;  =  A;,"-'+A,p'-'  +  ...4-A„  =  0. 

soient /?,;p,  ...p^  les  n  racines  inégales  et  réelles  de  l'équa- 
tion F/>=0  (  nous  laisserons  de  côté  pour  abréger  le  cas  des 
racines  égales ,  quand  dans  ce  cas  il  y  a  néammoins  n 
asymptotes ,  ce  qui  exige  des  équations  de  condition  ) ,  on 

aura /;.+/?,+  ...  4- p"=  - -'. 

Soient  Y,,  Y, ...  Y„  les  n  ordonnées  aux  asymptotes  pour  une 
abscisse  donnée  x ,  il  viendra  : 

Y.+Y.+...+Y„=(/',+/'.+-+/'j—  (f + g. + - + {^;  1 

ou  encore  : 

Or  s"o= ',  et  comme  on  Ta  va  dans  ces  Annales,  t.  VI , 

'^  A 

p.  128,  ligne  12% 

ynfp^JB, 

"^'  F'p    A 

(en  changeant  convenablement  la  notation  et  corrigeant  une 
faute  de  copie  qui  vient  de  ce  que 

A,         B 

•^.  + -^a^  •••-+•  •2^„= —^  -  a - 

A"         „  X 
et  non y.B]. 
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On  a  donc    zY=: '     . 

A 

Or  si  pour  la  lUénib  abscisse  x ,  les  ordonnées  à  la  courbe 

sont^'.,  j\...r„:  onaj-,+j,  ...+;„  =i^  = — , 

donc 

i;Y=iy  ou   s,"(Y-r)=0, 

■^ 

ce  qui  est  précisément  le  Ihéorème  de  Newton.  '  * 

En  voici  une  conséquence  pour  le  troisième  degré.  Si  deux 
segments  sont  nuls,  le  troisième  sera  aussi  nul,  d'où  ce 
théorème. 

Quand  une  courbe  du  troisième  degré  rencontre  ses  trois 
asymptotes  en  trois  points,  ces  points  sont  en  ligne  droite.  S  il 
n'y  a  que  deux  points  d'intersection  ,  ils  sont  sur  une  paral- 
lèle à  l'une  des  asymptotes.  Cela  suit  d'ailleurs  de  la  forme 
réduite  de  l'équation  des  courbes  dii  troisième  degré,  à  trois 
asymptotes. 


SUR  UN  POSTULAT U.M  DE  GEOMETRIE. 

FAn  E.  CATALAIff. 

Dans  le  cahier  de  mars,  je  vois  une  note  do  M.  lireton 
(de  Champ),  intitulée  :  Réduction  d'un  postulatum  de 
M.  Catalan  au  pustulatum  d'Euclide.  L'auteur  de  celle 
note  m'a  fait  un  honneur  que  je  n'ai  pas  mérité  :  le  postu- 
latum en  question,  s'il  est  de  quelqu'un,  nest  pas  de  moi. 
Il  est  bien  vrai  que  dans  la  prélace  de  mes  Éléments  de 
géométrie,  j'ai  cité  ce  postulatum  comme  j'en  aurais  pu  citer 
d'autres^  mais  je  n'ai  pas  songé  à  en  revendiquer  la  pro- 
priété, J'iguorc  si  l'un  peut,  en  toute  rigueur,  réduire  ce 
poslulaluw  à  celui  d'iiuclidc,  ti  je  rtsjjreUe  que  M.  Brctou , 
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qui  a  publié  dans  votro  journal  et  ailleurs  des  travaux  em- 
preinls  d'un  remarquable  esprit  d'invention,  ait  cru  utile 
d'essayer  cclie  réduclion. 


SUR  LE  MEME  POSTULàTUM; 

PAR  M.  A.  BEEISJARS^ 

Professeur  au  lycée  de  Tours. 


Je  viens  de  lire  une  démonstration  proposée  par  M.  Breton 
(  de  Champ  )  pour  la  proposition  (A)  : 

«  Deux  droites  indéfinies  étant  situées  de  part  et  d'autre 
»  dans  un  même  plan ,  si  la  première  a  deux  points  situés  de 
»  côlé  et  d'autre  de  la  seconde,  elle  rencontre  celle-ci.  » 
{Annales  1848,  page  93.) 

Pour  le  fond ,  je  n'ai  rieh  à  ajouter  à  la  note  ;  quant  à  la 
démonstration,  elle  me  semble  singulière. 

1°  M,  Breton  admet  que  la  médiane  du  triangle  isocèle 
est  perpendiculaire  sur  la  base  ;  comment  le  démontre-t-il 
sans  employer  la  proposition  (A)  ?  Celte  dernière  aura  paru 
dans  quelqu'une  âe:   propositions  antérieures. 

2°  M.  Breton  admet  implicitement  que  si  une  droite  en 
rencontre  une  autre  d'un  côté ,  elle  passe  de  l'autre  côté.  En 
quoi  est-ce  plus  clair  que  la  proposition  (A)? 

Quelques  autres  vérités  dont  se  sert  RI.  Breton  ne  sotst 
pas  pWs  jnconleslablcs  que  ia  propositioti  à  dérr.ontrer. 

Parmi  les  démonstrations  qui  m'ont  toujours  paru  inutiles,  ' 
permettez- moi  doit  citer  une. 

A  peu  près  tous  les  géomètres  cherchciit  à  dé.'îiotilrcr  que 
par  un  point  d'une  droite  oa  peut  élever  à  cette  droite  une 
perpendiculaire,  el  une  buuie,  aulreuieul  une  druilc  ei  uuo 
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«cille  partageant  en  deux  parties  égales  l'angle  total.  Aucun 
ne  s'est  encore  avisé  de  démontrer  que  sur  une  ligne  limitée 
il  existait  un  point,  et  un  seul,  partageant  cette  ligne  on 
deux  parties  égales.  Pourquoi  une  démonstration  pour  l'une 
de  ces  vérités  plutôt  que  pour  l'autre  ? 

Note.  Ecoulons  Pascal  :  «Règles  pour  les  démonstrations: 
»  I.  N'entreprendre  de  démontrer  aucune  des  choses  qui 
»  sont  tellemont  évidentes  d'elles-mêmes  qu'on  n'ait  rien  de 
»  plus  clair  pour  les  prouver.  »  (Pcn-écs, l'''^ partie, art.  111.) 

Beaucoup  de  géomètres  ont  une  tendance  à  s'exercer  sur 
les  notions  communes,  car  c'est  là  le  vrai  nom  que  les  anciens 
donnaient  à  ce  qu'on  appelle  cra^fowes.Wolf  va  même  jusqu'à 
démontrer  que  le  tout  est  plus  grand  que  sa  partie,  et  à  cette 
occasion  d'Alerabert  dit  que  lorsqu'on  a  lu  de  tels  raisonne- 
ments ,  il  ne  tient  plus  qu'au  lecteur  d'en  douter. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Essai  de  géométrie  analytique  de  la  sphère,  par  M.  A.  Borgne!, 
professeur  de  mathématiques  au  collège  royal  de  Tours 
(  12  juin  1847  ).  Tours  ,  in-8"  de  39  pages. 

Les  trois  êtres  géométriques,  le  point,  la  ligne  ,  la  surface 
peuvent  être  représentés  de  position  et  de  forme,  au  moyen 
d'une  infinité  de  conventions,  auxquelles  on  donne  le  nom  de 
systèmes  de  coordonnées.  L'esprit  mathématique  consiste  à 
choisir  le  système  qui  mène  le  plus  aisément ,  le  plus  promp- 
tenienl  au  but,  et  procure  les  plus  nombreuses  conséquences. 
Le  système  le  plus  usité  est  celui  des  projections  d'un  point 
sur  trois  droites  fixes;  le  mouvement  d'un  point  dans  l'espace 
élanl  connu  par  les  mouvements  de  c»s  trois  projections,  ce 
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système  a  l'avantage  de  lier  la  cynéraathiqno  à  la  géométrie 
et  do  n'en  faire  qu'une  seule  science  ;  c'est  sur  cette  identité 
que  Newton  a  établi ,  de  la  manière  la  plus  intuitive  et  la 
plus  satisfaisante,  le  calcul  inflnitésimal,  par  la  méthode  des 
vtVesses  autrement  des  fluxions.  Dans  le  système  projectif,  on 
opère  les  projections  par  des  droites ,  lignes  géodésiques  du 
plan  ;  chaque  surface  a  sa  ligne  géodésique  déterminée 
comme  la  droite ,  généralement  parlant,  par  deux  conditions. 
Les  belles  découvertes  de  MM.  Gauss  et  Jacobi  sur  ces  lignes 
permettent  d'espérer  qu'on  pourra  étudier  chaque  surface  à 
l'aide  d'un  système  de  coordonnées  géodésiques ,  propres  à 
cette  surface.  Déjà  M.  Gudermann ,  professeur  à  Munster,  a 
réalisé  cette  idée,  il  y  a  dix-huit  à  dix-neuf  ans,  pour  la  sphère. 
Il  prend  pour  axes  deux  lignes  géodésiques,  méridien  et  équa- 
teur,  et  projetant  ensuite  orthogonalement  chaque  point  de 
la  sphère  sur  ces  axes  par  des  lignes  géodésiques ,  il  prend 
pour  coordonnées  les  tangentes  des  arcs  interceptés  sur  les 
axes,  depuis  l'origine.  Au  moyen  de  celte  convention,  une 
ligne  tracée  sur  la  sphère  est  de  même  degré  que  le  cône 
concentrique  ayant  cette  ligne  pour  base  ;  ainsi  un  grand 
cercle  est  du  premier  degré,  un  petit  cercle  du  second  degré, 
de  même  l'ellipse  sphérique,  etc.  Sans  connaître  ce  travail, 
M.  Borgnet  a  eu  la  même  idée  et  l'a  exécutée  de  la  même 
manière.  Le  savant  auteur  a  donné  une  analyse  complète  de 
son  mémoire  (V.  p.  147)  qui  vient  de  paraître,  antidaté 
pour  prendre  date.  Des  calculs  simples,  des  formules  utiles 
et  élégantes,  rendent  cet  opuscule  précieux  à  l'enseignement 
et  même  à  la  science ,  ce  qui  n'est  pas  la  même  chose.  C'est 
de  la  bonne  analyse  ;  beaucoup  de  faits  intéressants  et  peu  de 
paroles  ;  le  contraire  de  ce  qu'on  trouve  ordinairement.  On 
lit  à  la  page  '2  ■  «  Nous  ne  connaissons  pas  la  manière  de 
I)  M.  Gudcrmanti;  ce  qui  nous  porto  à  croire  que  notre  ana  - 
»  lyse  diffère  de  la  sienne,  c'est  sa  simplicité  même.  Il  nous 
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»  semble  qu'une  analyse  si  simple  serait  plu<5  répandue,  si  les 
»  principes  en  avaient  déjà  été  exposés.  »  En  cflct ,  cette  ana- 
lyse, conàihe  nous  avons  dit ,  est  très-simple;  toutefois  elle 
ne  diffère  cri  rien  de  celle  du  profîsseur  westplialien.  M.  Bor- 
gnet  est  étonné  de  ce  que  des  principes  si  simples  depuis  si 
longtemps  énoncés  soient  encore  si  peu  répandus.  Il  est  peut- 
être  permis  d'être  étonné  de  cet  étonnement.  Voyons.  Le  sys- 
tème des  coordonnées  linéaires,  de  M.  Pliicker,  si  simple,  si 
fécond  ,  introduit  il  y  a  une  douzaine  d'années  et  préconisé 
naguère  par  M.  Finck,  est-il  pratiqué,  est-il  connu?  La  mé- 
thode des  homogènes  depuis  longues  années  employée  en 
Allemagne,  en  Angleterre,  est-elle  connue?  Bien  plus  :  les 
méthodes  projectives  ,  métamorphiques,  de  réciprocité  po- 
laire, produits  indigènes,  sont-elles  bien  répandues  ?  Dans 
notre  pays,  il  n'y  a  que  les  théories  utiles  qui  se  propagent 
promptement.  Utiles  sont  seulement  celles  qui  servent  aux 
examens,  aux  leçons,  en  d'autres  termes,  les  théories  qui  se 
payent.  Il  ne  faut  pas  s'en  plaindre  ;  c'est  bien  là  le  devoir,  le 
travail  du  professeur  que  j'ai  accompli  longtemps  le  moins 
mal  qu'il  m'aété  possible  5  mais;  comme  tout  autre  travail,  il 
doit  tendre  sans  cesse  à  se  perfectionner  ;  donner  plus  de  pro- 
duits, de  meilleure  qualité,  avec  moins  de  peine.  Voulez-vous 
porter  renseignement  au  niveau  actuel  de  la  science?  11  n'y 
a  qu'un  moyen,  et  il  est  infaillible.  Changez  vos  programmes 
d'examens,  surtout  celui  de  l'école  polytechnique,  le  plus 
insuffisant,  le  plus  arriéré  de  tous,  vous  opérerez  une  révo- 
lution salutaire,  sans  craindre  que  l'avenir  ne  démente  cette 
épilhète.  Il  est  toutefois  vrai  que  ce  genre  de  révolution  ne 
saurait  exciter  l'enlhousiasme  des  ignorants,  partout  ici-bas 
en  majorité,  ni  même  parmi  les  savants;  aucune  ambition, 
aucune  convoitise  d'hoimcurs  ,  de  répulalion,  d'argent,  ces 
loconioUves  du  monde  oflicici,  ne  sont  mises  ici.  en  jeu, 
Donc ,  rien  ne  se  fera. 
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Voici  ce  que  m'écrit  un  des  plus  savants  professeurs  de  l'U- 
niversité et  que  je  n'ai  pas  le  droit  de  nommer  :  «  Il  est  de  lait 
»  que  nous  ne  traduisons  guère  et  que  nous  sommes  arriérés 
»  même  en  mathématiques  pures.  Un  second  fait  est  qu'il  ne 
V»  suffit  pas  de  traduire,  il  faut  encore  publier,  et  s'il  est  pos- 
»  sible  résumer  ;  or,  dans  notre  malheureux  temps  où  l'intérêt 
»  personnel  et  pécuniaire  est  trop  souvent  l'unique  mobile, 
»  qui  fera  publier  ces  traductions?  Cela  ne  devrait-il  pas  rc- 
»  garder  le  ministère  de  l'instruction  publique  ?  Cela  posé,  je 
»  me  dis  :  Au  lieu  d'attendre  ,  pour  donner  à  ceux  des  pro- 
»  fesseursqui  travaillent,  une  pension  de  retraite  suffisante, 
»  qu'ils  aient  usé  leurs  forces  par  trente  années  de  profes- 
»  sorat ,  ne  vaudrait-il  pas  mieux  la  leur  donner  quinze  ans 
»  plutôt,  en  mettant  pour  condition  obligatoire  que  chaque 
»  professeur  prendrait  connaissance  de  ce  qui  paraît  à  l'é- 
»  (ranger  sur  l'objet  spécial  de  ses  études  et  en  publierait 
»  un  résumé  mélhodique,  aux  frais  du  ministère  de  l'iustruc- 
»  tion  publique?  »  Ce  sont  là  àespia  desideria  qui  se  réalise- 
ront, selon  Mercier,  l'an  2440;  faut-il  s'en  affliger?  Rappe- 
lons une  excellente  observation  de  Bradley  ;  pour  n'être  pas 
astronomique,  elle  n'en  est  pas  moins  d'une  grande  justesse. 
La  reine  Anne ,  visitant  l'Observatoire  ,  s'enquit  auprès  de 
l'illustre  directeur  de  ses  appointements  et  les  trouva  modi- 
ques :  «  Que  Voire  Majesté  se  garde  bien  de  les  augmenter, 
reprit  Bradley;  ti  jamais  la  place  est  bien  rélribuée,  il  est  à 
craindre  qu'on  ne  la  donne  plus  à  un  astronome.  »  Si  l'on 
admol  des  retraites  exceptionnelles,  il  est  à  craindre  qu'on  les 
accorde  non  à  des  Legendre ,  à  des  Lacroix ,  blanchis  dans 
l'étude,  mais  à  d'aimables  professeurs  de  salon,  vieillis  dans 
la  courtisanerie.  Certes  ,  si  les  règlements  libéraux  sont 
rares  ,  leur  juste  application  est  quelque  chose  de  plus  rare 
encorç. 
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SUR  LES  NORMALES  AUX  CONIQUES. 

FAR  E.  CATAI.AN'. 


(  Rectification.  ) 

Une  grave  erreur  de  calcul  s'est  glissée  dans  l'article  Sur 
les  normales  aux  coniques ,  inséré  dans  le  dernier  numéro 
des  annales  (p.  337).  La  fin  de  cet  article  doit  être  modifiée 
ainsi  qu'il  suit  : 

9.  Si  l'équation  (i2)  a  ses  trois  racines  réelles,  l'équa- 
tion (10)  représentera  trois  couples  de  droites.  Nous  allons 
voir  que  ,  dans  la  même  circonstance  ,  il  y  aura  quatre  nor- 
males passant  par  le  point  donné  ;  et ,  conséquemment ,  que 
les  trois  couples  de  droites  formeront  un  quadrilatère  com- 
plet avec  ses  deux  diagonales  ;  etc. 

10.  La  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  l'équation 
(12)  est  : 

(^y+  oy—  c'f-{-  2ia'b'cyq'<:.  o.        (i3) 

Pour  simplifier  cette  inégalité  ,  posons  : 

c  c 

p  g{  q  peuvent  être  supposées  positives  j  donc  r  et  5  le  seront 
pareillemen!. 

L'inégalité  (13)  devient  d'abord 

(H_|_53_i)3_j_27rV<0; 
d'où 

ri-^s'i-  1  +3/-5<0. 


(*)  J'emprunte  celle  tr.ansformalion  à  un  Irès-intércssanl  travail  de  M.  Gerono. 
inséré  dans  le  scîcond  volume  de  ce  recueil. 
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On  reconnaît  facilement  que  le  premier  membre  est  divisible 
par  r-\-s — 1 ,  et  que  le  quotient  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(r-5r-|-(r+l)(5H-l). 

Ce  quotient  est  donc  positif  5  et  l'inégalité  précédente  se  ré- 
duitàr-j-^ — l<;0,ou 

{apf-^{bqf<cK 

Celle-ci  exprime  que  le  point  (p^q)  est  intérieur  à  la  déve- 
loppée de  l'ellipse,  et ,  conséquemment ,  qu'il  y  aura  quatre 
normales  passant  par  ce  point  :  la  condition  (13)  exprime 
donc  la  même  chose. 

11.  Remarquons  en  terminant  que  ce  qui  précède  donne 
le  moyen  de  ramener  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième 
degré  à  celle  d'une  équation  du  troisième. 

THÉORÈMES  DE  M.  STREBOR 

Sur  un  triangle  formé  par  trois  arcs  d'hyperboles  équilatères 
concentriques  ou  par  des  paraboles  confocales. 


I.  Lemme.  Deux  hyperboles  concentriques  se  coupent 
orlhogonalement  lorsque  les  axes  principaux  de  l'une  sont 
les  asymptotes  de  l'autre ,  et  vice  versa. 

IL  Lemme.  Deux  hyperboles  équilatères  concentriques 
étant  donnés  par  les  deux  équations 

y-f-B,:cr-x'-f-F.=  l;     y  +  B,rr  — ^'  +  F,=:0 

(les  axes  étant  nécessairement  rectangulaires),  si  l'on  a  B,B,+4 
=0,  les  hyperboles  se  coupent  orlhogonalement,  et  vice  versa. 
Observation.  Si  B.  =  0,  alors  B,  =  a>  ;  la  première  hyper- 
bole étant  alors  rapportée  à  ses  axes  principaux  ,  la  seconde 
doit  avoir  ces  axes  pour  asymptotes  et  prendre  la  forme  Bxy 
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4-F:=0;  ce  qu'on  obtient  en  remplaçant  B,  et  F,  par  — — 

q    q 

el  faisant  ensuite  ^=0. 

111.  Théorème.  Etant  donné  un  triangle  plan  formé  par 
trois  arcs  d'hyperboles  équilatères  concentriques,  si  par 
chaque  sommet  ou  fait  passer  une  hyperbole  équilatère  con- 
ceiitriquc  aux  hyperboles  données,  et  respectivement  per- 
pendiculaire au  côte  opposé  ,  les  trois  hyperboles  qu'on 
obtient  ainsi  vont  concourir  au  même  point  (Strebor), 

Démonstration.  Soient 

y-j-  'Q^xy  —  a:'  -f  F3  =  0, 

les  équations  des  Irois  hyperboles  concentriques  données; 
l'hyperbole  équilatère,  passant  par  l'inîcrsection  des  deux 
premières  et  aussi  concentrique ,  a  une  équation  de  cette 

forme  : 

,  ,  pB,-|-B,  ,  ,  pFH-F, 

p  étant  un  multiplicateur  quelconque.  Pour  que  cette 
courbe  coupe  orthogonalement  la  troisième  hyperbole,  l'on 

doit  avoir  {Lemme  (1)  - — '— -'.B,-l-4  =0.  Éhminant  j^,  l'é- 

p  +  \ 

qualion  (1)  prend  la  forme 

B3  (B,  -  BJ jK^  -  4  (B.  -  BJ  ay  -  (B3  B  -  BJ  x'+F.  (B.B, 
+  4)-F.(B.B3+4)=0. 
Les  deux  autres  hyperboles  ont  pour  équations  : 

'?,(Il-B3)y-4.  (B,-B3)  OTT-B.  (B,-B3)  ^^^F, 

(B,B,-f  4)  —  F.lBjB,  +  4)  =  0 

B,  (B3  -  B.)  y  -  4  (B3  -  B.)  xy  -  B,  (B3  -  15.)  x'  +  F. 

(B3B,  +  4)  —  F3  (B,B,  +  4)  =  0. 

Or,  une  quelconque  de  ces  équations  est  la  différence  des 

deux  autres  j  donc  les  trois  hyperboles  passent  par  les  deux 

m(!ïnes  points.  C.  Q.  F.  D. 
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Observation,  Lorsque  deux  courbos  concentriques  se 
coupent ,  les  points  d'intersection  sont  toujours  en  nombre 
pair,  et  symétriquement  placés  par  rapport  au  centre. 

IV.  La  méthode  projective  orthogonale  fournit  le  théo- 
rème général  suivant  :  étant  donné  un  triangle  plan  formé  par 
trois  arcs  d'h3'perboles concentriques,  et  dont  les  asymptotes 
sont  conjuguées  respectivement  par  rapport  à  une  ellipse 
quelconque  tracée  dasis  le  môme  plan  ,  si  par  chaque  sommet 
l'on  mène  une  hyperbole  concentrique  aux  précédentes ,  et 
telle  qu'elle  coupe  le  côté  opposé  en  un  point  où  les  deux 
tangentes  soient  conjuguées  par  rapporta  cette  même  ellipse, 
les  trois  hyperboles  passent  par  les  deux  mêmes  points. 

V.  La  méthode  des  polaires  réciproques  mène  à  d'autres 
théorèmes. 

Lemme.  l.  La  polaire  réciproque  d'une  hyperbole  équila- 
tère  relativement  à  un  cercle  concentrique  pris  pour  ligne 
directrice,  est  une  hyperbole  équilatère  concentrique  scm- 
blablement  placée. 

Lemme.  II.  Deux  hyperboles  équilatères  concentriques 
ont  en  commun  des  tangentes  parallèles. 

Lemme.  III.  Les  polaires  réciproques  de  deux  hyperboles 
équilaléros  concentriques  et  orthogonales  relativement  au 
même  cercle  concentrique _,  sont  deux  hyperboles  équilatères 
concentriques  se  coupant  aussi  à  angle  droit. 

Théorème.  Etant  données  trois  hyperboles  équilatères 
concentriques,  si  l'on  mène  une  des  tangentes  communes 
respectivement  à  la  première  et  à  la  deuxièiïiC ,  à  la  deuxième 
et  à  la  troisième ,  à  la  troisième  et  à  la  première  ;  si  l'on  mène 
une  hyperbole  équilatérale  concentrique  touchant  la  première 
tangente  et  perpendiculaire  à  la  troisième  hyperbole ,  et  de 
même  pour  les  deux  autres  tangentes ,  les  trois  hyperboles 
auront  une  tangente  en  commun. 
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VI.  Les  hyperboles  éqnilalcrcs  données  par  les  équations 

y  -f_  c,xr  —  a-  '  +  F,  --  0  ;  y  +  b,x^  _  ^^  +  f,  =  o 

se  coupent  sous  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  à  -    ^  _,'!  ; 

donc  les  polaires  réciproques  par  rapport  à  un  cercle  direc- 
teur concentrique  se  coupent  sous  le  même  angle. 

VII.  Un  théorème  analogue  au  premier  a  lieu  pour  les 
arcs  d'hyperboles  équilalèrcs  bissectrices  des  angles  du 
triangle  donné.  (Strcbor.) 

VIII.  Deux  théorèmes  semblables  aux  précédents  existent 
encore  en  considérant  au  lieu  d'hyperboles  équilatéres  con- 
centriques ties  paraboles  coulocales.  (Strebor  ) 

Observation.  VII  et  Vlii  restent  à  démontrer. 


ANNONCES. 

Messianisme  ou  Réforme  absolue  du  savoir  humain  ,  nommé- 
ment réforme  des  mathématiques  comme  prototype  de 
l'accomplisement  final  des  sciences,  et  réforme  de  la  phi- 
losophie comme  base  de  l'accomplissement  final  de  la  reli- 
gion ;  par  Hoënè  Wronski.  —  Complément  historique  et 
didactique,  i-cccxxvii  ;  Réforme  du  savoir  humain,  t  56. 
Prix:  60  Ir.  Paris,  Firmin  Didot,  15  août  1847,  1  à  4, 
1-392. 
C'est  le  premier  volume  d'un  ouvrage  qui  doit  avoir  trois 

volumes.  On  voit ,  rien  que  d'après  le  titre ,  que  l'auteur  n'a 

pas  dépouillé  le  vieil  homme.  Toujours  de  ia  fumée  mystique  ! 

Cours  complet  u'algkbre  élémentaire  jusqu'à  la  théories  du 
plus  grand  cou.mun  diviseur,  exclusivement ^  à  l'usage  des 
élèves  qui  se  préparent  aux  écoles  du  gouvernement, 
par  M.  Guilmin,  ancien  élève  de  lEcole  normale,  pro- 
fesseur à  Paris;  chez  Carilian-Gœury  et  Victor  Dalmont, 
libraires,  quai  des  Augu  tins,  55. 
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NOTE 

Sur  le  postulatum  de  géométrie  dont  il  est  question  p.  93 , 
390  e/ 391. 

FAR  Mt.  BRZTONT  (  DE  CHAMP  ) , 

Ingénieur  des  ponts  et  chaussées. 


Les  observations  auxquelles  ce  postulatum  a  donné  lieu 
me  font  croire  que  ira  ponsi-e  n'a  pas  été  bien  comprise.  Je 
ne  me  suis  point  proposé  d'établir  démonstrativement  des 
choses  évidentes  par  elles-mêmes,  ce  que  tout  esprit  sensé 
trouve  justement  inutile,  mais  de  faire  voir  que  dans  beau- 
coup do  ces  propositions  qui  sont  des  quasi-axiomes,  et  peut- 
être  dans  toutes,  il  n'y  a ,  au  fond  ,  qu'une  seule  et  même 
dilTiculté  ;  ce  qui  est  bien  différent.  Il  me  semble  que  cela  n'est 
pas  indigne  de  l'attention  des  géomètres. 

Quiint  aux  objections  que  M.  Bernard,  professeur  au 
lycée  de  Tours,  élève  contre  ma  démonstration,  je  suis  per- 
suadé qu'il  en  fora  lui-même  justice,  s'il  veut  prendre  la 
peine  de  lire  la  proposition  XII  du  1"  livre  delà  Géométrie 
de  Legendre.  Ou  y  démontre,  sans  le  secours  du  postulatum 
en  question ,  lequel  n'apparaît  d'ailleurs  dans  aucune  des 
propositions  précédentes,  que  la  droite  menée  du  sommet 
du  triangle  isocèle  au  milieu  de  la  base  est  perpendiculaire 
à  .  Pour  savoir  si  l'on  peut  démontrer  qu'une  droite 

qui  en  rencontre  une  autre  d'un  côié,  passe,  étant  prolongée, 
de  l'autre  cô!é,  M.  Bernard  n'a  qu'à  recourir  aux  quatre  pre- 
mières propositions  du  même  livre. 

Après  ces  explications ,  j'ose  espérer  qu'on  voudra  bien  re- 
garder ce  petit  débit  comme  terminé. 

Amn.  de  Mxtiirm.  Vil.  26 
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Note.  11  est  à  regretter  qu'on  ne  mette  pas  en  tête  des 
Éléments,  la  dislinclion  que  fait  Leibnitz  entre  les  idées  cer- 
taines et  claires  et  les  idées  certaines  et  non  claires  (*).  Il  est 
même  à  remarquer  que  ce  dernier  genre  d'idées  présente  le 
pîus  grand  degré  de  certitude;  elles  tiennent  à  la  nature  in- 
time de  l'esprit  humain.  Telles  sont,  en  philosophie,  les  idées 
de  l'existence,  du  moi ,  et  l'idée  même  de  la  certitude  ;  telles 
sont,  en  mathématiques,  les  contacts  de  divers  ordres,  les 
rapports  flnis  entre  quantités  naissantes,  idées  certaines  et 
qu'il  est  impossible  de  rendre  claires  j  de  même  l'idée  de  la 
direction  et  de  l'identité  de  direction  qui  constitue  le  paral- 
lélisme. 11  laut  bien  qu'on  arrive  enfin  à  des  idées  non  expli- 
cables et  à  des  mots  non  définissables  ;  là  ,  il  faut  savoir  s'ar- 
rêter. L'avantage  des  mathématiques  est  de  tirer  avec  une 
extrême  clarté,  des  conséquences  immenses  d'un  petit  nombre 
de  notions  obscures  mais  certaines. 


SUR  LA  DÉTERMINATION  ANALYTIQUE 

des  foyers  dans  les  coniques. 

PAR  M.  A.  J.  H.  V. 

Le  calcul  des  coordonnées  des  foyers  de  l'ellipse  et  de 
l'hyperbole ,  donné  par  mon  ingénieux  et  laborieux  élève 
M.  Paul  Serrel,  à  la  page  302  du  présent  volume,  peut  être 
présenté  beaucoup  plus  simplement  qu'il  ne  le  fait,  tout  en 
s'appuyaut  sur  le  même  principe.  C'est  ce  que  l'on  peut  voir 
dans  les  Mémoires  de  la  Société  de  Lille  pour  1830,  où  j'ai 
établi  ce  calcul  à'peu  près  comme  il  suit. 

(-)  Wolf,  géoniclrc  philosophe,  a  mis  cette  distinction. 
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En  faisant  d'abord 

K  =  A  +  C+R,    K'=A  +  C— R, 

on  a  pour  les  carrés  des  valeurs  des  demi-axes  et  de  la 
demi-excentricité  : 

«'=2KG,  Z^=  =  2K'G,  c'=4GR, 

formules  dans  lesquelles 

G-—I— 
4AC  — B^* 

Ensuite,  T  et  U  représentant  les  coordonnées  des  sommets, 

on  a  encore,  en  faisant  H  =  A  — C  +  R,   H  =  A  — G — R  : 

„,     KHG      ^,^     KH'G 


R    '  R 

Enfin  ,  t  et  u  représentant  les  coordonnées  des  foyers,  il 
suffit,  soit  de  poser  la  proportion  indiquée  par  M.  Serret , 
comme  je  l'ai  fait  dans  l'endroit  cité,  soit,  plus  simplement, 
comme  je  l'ai  fait  depuis,  d'établir  la  proportion 

ce  qui  donne  : 

i=2HG,    w^=— 2H'G.  TIÊ^ 

A  la  vérité,  les  axes  coordonnés  sont  ici  supposés  rectangu- 
laires ;  mais  la  méthode  est  la  même  pour  des  axes  quelcon- 
ques; seulement  les  résultats  sont  un  peu  plus  compliqués. 

P.  S.  —  J'avais  déjà  eu  l'occasion  de  rappeler,  dans  le 
Géomètre  de  M.  Guillard,  p.  141 ,  le  théorème  sur  lequel 
s'appuie  M.  Serret ,  ainsi  que  l'usage  auquel  il  1  applique. 
En  même  temps,  j'en  ai  déduit  ce  corollaire  : 

Les  couples  de  cordes  menées  j^ar  un  foyer  parallèlement  à  un 
système  de  diamètres  conjugués^  forment  une  somme  constante 
dans  Vellipse  et  une  différence  constante  dans  l'hyperbole, 

Cette  somme  ou  cette  différence  est  celle  de  l'axe  focal  et 
du  paramètre  de  la  courbe. 
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SUR  L'EQUATION 

qui  donne  les  axes  principaux  des  surfaces  à  centre 
du  second  degré. 

PAR  M.  I.EBESGVE. 


(1)  Le  calcul  de  cette  équation  est  presque  aussi  simple 
en  partant  de  coordonnées  obliques  qu'en  parlant  de  coor- 
données rectangulaires;  on  doit  même  dire  qu'il  est  plus 
simple  en  ce  sens  que  l'équation  générale  conduit  immédia- 
tement à  des  théorèmes  que  ne  donnerait  pas  l'équation  par- 
ticulière. 
Suit  la  surface  à  centre 

A:r'^-By-{-Cz''-\-2ûyz-\-2bxz-^2cxx  =  i.  (a) 

Si  l'on  rend  maximum  ou  minimum 

r'  =  or'-j- j^'-f-  s'-f  2^z  cosa  -f  2xz  cos^  -f-  2^:^^0087  ;       {b) 

sous  la  condition  (a)  on  aura  les  équations 

jr-f-vrosY4-"COsS      jk+icosz-I— rrosv z+xcr^^^+yco'a. 

Ax+cy-k-bz  \iy+az-i-cx  {^z±bx+aj 

que  l'on  (bticnt  enc(tre  en  exprimant  que  le  plan  (angent 

X      Y      Z 

en  {x^y,  z)  est  perpendiculaire  sur  la  droite  — =-  =  -. 

X      y      z 

Le  système  des  équations  [b) ,  (c)  fait  trouver  les  axes 
principaux. 

(2)  Si  l'on  voulait  éviter  l'emploi  du  calcul  différentiel , 
voici  l'ordre  de  propositions  qu'on  pourrail  adopter. 

1°  Valeur  de  la  di.stance  des  poinis  (0,  0,  0),  (x,  y,  z)  pour 
un  système  de  coordonnées  obliques,  on  a  : 

r'=.x''-\y''-\-z''-\-  2j^zcos:<4-  2z.rcosp-f  iyxno^.y. 
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2"  Valeur  des  cosinus  de  l'angle  de  deux  droites  ;  « 

3°  Valeur  des  cosinus  dos  angles  qu'une  droite  fait  avec 
les  trois  axes  ; 

4"  Équation  d'un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  qui 
fait  avec  les  axes  des  angles  X ,  jx,  v,  et  à  une  distance  r  de 
l'origine  c'est  encore  : 

j:  cos  X  -}-  ^  cos  fi  -}-  z  cos  v  =  r. 
5°  Condition  de  perpendicularilé  du  plan 

A(X~:f)  +  B(Y— j')+C(Z-z)  =  0, 

.    .    .    .     ^     ^     Z      , 

et  de  la  droite  —=—=—,  c  est  précisément  : 

j:       jr        z 
JC+j-COSy  +  ZCOsS       •>'  +  2COSa  + JCTOSy      z  +  JCCOS^+yCOSy 

X  ~  lï  "~  c  ■ 

SI  l'on  suppose  que  le  plan  soit  tangent  à  la  surface  d'é- 
quation (a)  on  a  1<  s  équations  (c).  J'ajouterais  à  ce  qui  pré- 
cède que  le  volume  du  parallélipipcde  II  =  jrj's  devient 
pour  les  coordonnées  obiiqu(;s  : 

H  =  jy^z  V/^(  1  —  cos'a  —  cos'P  —  cus'y  -[-  -^"^^  a  cos  |3  cos  7). 

(3)  Ceci  posé,  pour  résoudre  les  équations  {b)  (c),  multi- 

ce     y         % 
plions  les  trois  fractions  (c)  respectivement  par  —,  —  et  -; 

X     y         z 

puis  ajoutant  terme  à  terme,  suivant  le  procédé  de  M.  Cauc  hy, 
nous  aurons  r  pour  valeur  commune  des  trois  fractions;  de 
là  les  équations 

jc{l  —  Ar")  -\-jy  (COS7  —  cr')  -|-  z  (cos  P  —  br")  =  0  j 
X (co«7  —  cr^)  -\-y{i  —  Br")  -{-  z  (cos x  —  ar'')  =  0; 
j:(cosp —  br)  -{- j'(cosa  — ar')-\-z{i  —  cr')  =  0. 

X     P    r      Q     ^ 

L'élimination  des  rapj'orts  -=  ^'--=       donnera    une 

z       Ix      z       li 

équation  de  la  forme 

l^r"'  —  Lr'  +  Mr'  —  IN  ==  0  ;  {d) 

car  P,   Q,  1\  sont  des  fonctions  de  r\ 
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•  Ayant  trouvé  les  trois  valeurs  de  r\  l'équation 

devient,  a  cause  de :k"=  —  ,  y=~z: 
ix  ix 

r'=^,  (P'+Q'+R'+2QRcosa+2PRcosp+2PQcos7)=^ . 
■K-  R 

On  aura  donc  : 

,__r^       ,_r^       ,_r^ 

ce  qui  complète  la  solution. 
Calcul  fait,  les  valeurs  de  K,  L,  M,  N  sont  : 

K  =  ABG-]-2abc—Aa'—BF—Cc\ 
L  =  AB  +  BC  +  CA  — c'— ^»'— a' 

4-2(6c— û^A)cosa4-2(ac— )  p-}-2(û6— cC)coS7, 

M  =  Asin'a + Bsin'p + Csin'7 

—  â5(C0Sa---C0SPC0S7) — i(COSP— C0SaC0S7)— c(C0S7  — COSaCOS^), 

N  =  1 — cos'a —  cos'(3 — cos''7  -|-  2cosacos;3cos7. 
(4)  Si  l'on  pose  cosa=cosp  =  cos7  =  0,  d'où 
sin'a=sin'(3=sin'7=l 

1 
et  qu'on  change  r  en  -  ,  on  aura  l'équation  ordinaire. 

Si,. l'on  pose  a=b=:ic^0 ,  ce  qui  suppose  que  l'équation 
Ax^-{-By-{-Cr^=  l  représente  la  surface  rapportée  à  un 
système  de  diamètres  conjugués,  l'équation  devient,  en 
divisant  par  ABC  : 

^'-  (î+5+è)  '•'+  (  rô*'"'"+ic*'"'^+iB  *'"■')  ' 

1 

—  — S7;(1 — COS'a  —  COS'^  — COs'Y  +  2cOSaCOSPcOS7)  =  0, 
ABU 

qui  donne  de  suite  trois  théorèmes  relatifs  au  parallélipipède 
des  diamètres  conjugués. 

Sans  entrer  dans  plus  de  détails,  il  est  ai«é  de  reconnaître 
qu'il  y  a  réell?ment  simplification. 
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L'équation  générale  (d)  a  été  trouvée  d'une  autre  manière 
par  M.  Jacobi  (J.  de  Crelle,  t.  Il,  p.  227) ;  elle  aura  proba- 
blement déjà  été  exposée  comme  il  a  été  fait  plus  haut ,  car 
c'est  l'imitation  d'une  solution  bien  connue.  L'objet  de  cette 
note  ne  peut  donc  être  que  de  recommander  l'application 
des  méthodes  générales,  ce  qui  est  ordinairement  le  meilleur 
moyen  de  simpliflcation. 


THÉORÈME  DE  MINIMUM 

dans  le  triangle  plan. 

PAR  M.  POUDRA , 

Chef  d'escadron  d'état-major. 


1.  Théorème.  Si  par  chaque  angle  d'un  triangle,  on  mène 
une  droite  qui  coupe  le  côté  opposé  en  deux  segments  pro- 
portionnels aux  carrés  des  côtés  adjacents,  les  trois  droites 
se  coupent  en  un  point  tel  que  la  somme  des  carrés  des  dis- 
tances de  ce  point  aux  côtés  du  triangle  est  un  minimum , 
relativement  à  la  même  somme  pour  d'autres  points  de 
l'espace. 

Démonstration.  Il  suffit  évidemment  de  considérer  les 
points  situés  dans  !e  plan  du  triangle  (*). 

Soit  ABC  le  triangle  et  0  le  point  qui  remplit  la  condition 
du  minimum ,  et  soient  OA',  OB',  OC  les  perpendiculaires 
abaissées  de  0  sur  les  côtés  BC,  AC,  AB;  menons  les  droites 
A'B',  B'C,  C'A',  OA',  OB',  OC;  si  l'on  cherche  un  point  tel 
que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  angles  du 
triangle  A'B'C  soil  un  aiinimum  ,  il  est  évident  que  le  point 

(•)  On  est  prié  de  faire  la  ligure. 
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O  remplit  encore  cette  eondition-îà.  Donc,  d'après  un  théo- 
rème connu  ,  O  est  le  cenire  de  gravité  du  triangle  A'B'C; 
donc  les  Irois  triangles  OA'B',Oa'L',OB'C'  sont  équivalents, 
cl  l'on  a  successivement  : 

OB'.OA'.sinC  =  OA'.OC'.sinB;^  =  ^  =  ^. 

Oo      siiiL     AB 

Dans  le  triangle  rectangle,  le  point  cherché  est  au  milieu 
de  la  hauleur. 

Prolongeons  la  droite  jusqu'à  ce  qu'elle  se  renconire  avec 
BC  on  M  et  abaissons  de  M  la  perpendiculaire  31B  "  sur  AC  et 
MG"  surAB,  l'on  a: 

MB'^_OB'  _AC_MC  sinCMC.AB 
MC^~~Ôî7""ÂB""MB.sinB~MB.AC' 

II.  Note.  Solution  générale  analytique. 

Soit  un  système  quelconque  de  n  droites  situées  dans  le 
même  plan  ;  prenons  des  axes  rectangulaires. 

Soit  dpy-\-€pX-\-fp=0  réquation  d'une  quelconque  de 
ces  «droites  5  donnant  à  l'indice/^  successivement  les  valeurs 

1.  2.  3 «,  on  aura  les  équations  des  n  droites,  et  soit 

encore  ?p  l'angle  qui  forme  la  droite  d'indice^?  avec  l'axe 
des  X  :  Y,  X  élanl  lis  coordonnées  d'un  point  quelconque 
du  plan  ,  sa  distance  à  Li  droite  d'indice/?  est  : 


Ycos  «p  —  Xsin  «p  -| — ~ — 


dp 
Si  on  élève  cette  expression  à  la  puissance  m  et  qu'on 

donne  à/?  toutes  les  valeurs  1,  2 n,  on  aura  les  sommes 

des  puissances  d'ordre  m  de  toutes  les  dislanci  s  du  point 
(X,  V)  au  système  de  droiies.  Si  cette  somme  est  une  quan- 
tité constante,  le  lieu  du  p  •inl  m  est  une  ligne  d'ordre  m, 
qui  ne  peut  admettre  des  asymptotes  reclilignes  que  lorsque 
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m  est  impair.  Si  l'on  veut  que  cotte  somme  soit  un  minimum, 
il  faut  égjiler  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  Y  et  la  dérivée 
par  rapport  à  X,  e(  ks  points  chcrciiés  sont  donnés  par  l'in- 
terscclion  de  deux  lignes  d'ordre  m  —  1  ;  il  y  a  donc  géné- 
ralement {in  —  1)'  points  qui  répondent  à  la  question.  Il  est 
d'ailleurs  évident  que  pour  qu'il  y  ait  un  minimum  fini^  il 
faut  que  m  soit  pair.  Faisons  m  =  2;  alors  pour  une  con- 
stante donnée  le  lieu  est  une  ellipse,  car  le  B' — 4AC  y  est 
une  somme  de  carrés  négatifs.  Les  coordonnées  du  centre 
sont  indépendantes  de  la  constante  ;  donc  ce  centre  est  ûxe 
et  il  est  le  point  qui  répond  au  mmimum; car,  en  ce  cas, 
l'ellipse  se  réduit  à  un  point. 

Soit  A^'+B.rj-}-C.z'-f  Dk-}-Ex'-j-F  =  0,  l'équation 
de  l'ellipse;  où  A  = -,** cos' a^o ;  B  =  —  2S "sin c<p cos ap ; 
C=:2,"sinVp. 

f  fv 

D  =  I."  ^  cos'ap  ;     E=: — i,"  — sin  apcos  ap  et  F  est  la 
cip  dp 

constante  prise  négativement.  Lorsque  l'ellipse  se  réduit  à 
son  centre  l'on  a  AE'— BDC  +  CD'-|-F(B'— 4AC)=0;  ce  qui 
donne  la  valeur  F  de  la  constante  dans  le  cas  du  minimum. 

III.  Les  mémos  rai>onnemenls  ont  lieu  pour  un  système 
de  plans  ;  car  la  distance  d'un  point  à  un  plan  est  aussi  une 
fonction  linéaire  des  coordonnées  de  ce  point. 

IV.  Dans  le  triangle  ABC,  le  carré  de  la  distance  du  point 
c"^"  [^' -j- c' "F  2^c  cos  A] 


cherché  au  sommet  A  est 


{à'j^b'-\-cy 


RELATIONS  D'IDENTITÉS 

et  questions  fondamentales  relatives  aux  lignes  du  second 
degré  .•  polaires  réciproques  (v.  p.  315). 

LXXXY.  Problème.  Etant  dotmées  l'équation  li'une  courbe 
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plane  algébrique  et  celle  de  la  conique  directrice,  trouver 
l'équation  de  la  polaire  réciproque. 

Solution.  ]\Iêmes  données  qu'au  problème  précédent 
(LXXXIV) .  Soient  x',  y'  les  coordonnées  d'un  point  de  la 
courbe  donnée  ;  la  tangente  en  ce  point  a  pour  équation 
'Py-\-Qjc-{-^=0;  P,  Q,  R  sont  des  fonctions  connues  de 
a:',  y,  et  de  degré  m — 1  ;  x",  y"  étant  les  coordonnées  du 
pôle  de  cette  tangente,  pris  par  rapport  à  la  directrice,  on  a  : 

x"  [VP-{-7rQ+f.R]  =  — vP+vQ  +  ttR, 
^"[TiT-f-TiQ+piR]  =  — vQ  +  7'P+7r'R(l)  [r.  t.  II,  p.  305). 

Eliminant  x',  y  entre  ces  deux  équations,  et  l'équation 
donnée  ,  on  obtient  en  x'\  y  l'équation  de  la  polaire  ré- 
ciproque. 

Corollaire.  Les  formules  donnent  = 

P      2xy'-\-^x"-\-S 


(3) 


R      <?r"+e  Ç 

R       ej;"-|-Ôy'-f-2^ 

Donc  si  l'équation  de  la  courbe  est  donnée  en  fonction  de 

P     Q 

—  ,   ■— ,  on  a  de  suite  la  polaire  réciproque. 
il      ri 

autrement.  Rendons  homogène  l'équation  de  la  courbe 

donnée  et  celle  de  la  conique  directrice,  en  remplaçant  x 

X  Y 

et ^  par  -  et  -  ( /^.  p.  5),   et  représentons  par  çp=:0  et 

2  2 

i|>:=0  les  équations  de  la  directrice  et  celle  de  la  polaire 
réciproque;  les  équations  (3)  donnent  : 


dy  '   dzl'      dy"       dz 
dF       d(j>        d(f       dF 

dx'   '  dz"       dx"  '  dz' 


(3)  et  aussi  (-4)  {*) 


(*;  Nous  nous  servirons  constamment,  et  à  dessein ,  de  l'algorithmoleibnitzien 
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d-^       d'Sj        d'^        dli 
d/'  ''dz'^'dy    '■^'~ 

d]j        d'f       dff        d^ 

d7'  '  7h'~'dP  '  dl'~^ 

d^ 


(4) 


Pour  avoir  -p;  on  change  x^  y,  z  en  x'\  y'\  s",  et  ainsi 
des  autres. 
Les  deux  premières  équations  donnent  : 


c?F       d<!j       dF       di 


—^  ..ep 

'dP  '  d^~dl'  '  dy'^^'  ^^^ 

L'équation  F=0  étant  homogène  ,  l'on  a  : 
^F  ,     ,dF   ,     ,dF 

Multipliant  donc  la  première  équation  (4)  par  y'  et  la  se- 
conde par  x',  et  les  ajoutant ,  il  vient ,  après  avoir  divisé 

dF 
par 


dy  ' 


^Û-+y^+^'^-=o  (")> 


équation  du  second  degré  et  qui  remplace  avantageusement 
une  équation  (4)  de  degré  m.  L'interprétation  géométrique 
est  que  la  polaire  du  point  x",  y\  z"  passe  par  le  point 
x\y\  z';  elle  est  symétrique  par  rapport  aux  variables  à 
un  accent  et  à  deux  accents  ,  ce  qui  constitue  la  réciprocité 
polaire. 

Application.  La  courbe  donnée  est  une  conique  à  équation 
hexanome  ordinaire-,  les  équations  (3)  deviennent  : 


d  pour  désigner  les  dérivées  ;  algorithme  que  les  professeurs  de  lycée  sont 
tenus  en  conscience  et  devraient  être  astreints  d'enseigner;  l'ignorance  chez  les 
élèves  d'un  symbole  qui  domine  toute  la  science  serait  honteuse,  non  pour 
eux,  mais  pour  leurs  professeurs. 
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^     \     dz"  dx"j        " 

r  dr^  d<f  d^~l 

JC  — — — 

""dz-^'^du:"^^  dy 

dz"   '     djc'   '      dj' 

Prenant  la  valeur  de  x  et  y'  et  substituant  dansVéqualion 
donnée  qui  devient  divisible  par  z',  et  effaçant  les  accents, 
on  oblient  ré>iualion  suivante  de  la  polaire  réciproque  : 

"'a!y+<j)v^(S)+Kâ)(â) 

et  faisant  s=l ,  on  a  l'équation  ordinaire. 
Soit  cette  équation  : 

on  a  :  A'=/«^'  +  4/V+/;î'+4A-Vî+4A-3(î-4rt;tp, 

B'  =  2m^e  -f  4^'>  ?  +  4/p7  +  9A-'  (pj-f  2«)  -|-  2k[pt  +  27(î] 
-!>«(?' +4a7), 

D'=4mài;  +  4/'a;4-W,£  +  2X'(i£---|-^')  +  i2^[2??  +  û^) 

_2«[:2';e +  ;:.?], 
F'  ^  4/«;'  +  l'a'  +  /i' +4A-';? -f- ikii.  —  2noe. 
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On  conclut  C  de  A'  et  E'  de  D'  en  permutant  /,  A:,  z,  J,  en 

/',  k\  7,  £,  civice  versa. 

1°  Prenant  pour  origine  un  foyer  de  la  courbe  donnée  et 
les  axes  rectangulaires,  alors  l=l\  n=0,  et  pour  directrice 
un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine,  on  a  ^=7,  p=o=î=0, 
ce  qui  donne  A'=4//.',  p=0,  C'=:Wa\  D'=8A:'s-.(:,  E'=8^ai;, 
F'=:4/M?';  ainsi  la  polaire  réciproque  est  aussi  un  cercle. 
{V.  p.  315.) 

2*  Soient  ky-\-  Cx'  -f-  F  =  0    la   conique    donnée  et 

oy'-f-7:c'-[-<i'=  0  la  directrice;   on  a  pour  équation  de  la 

polaire  réciproque  CF^y -|- AFj'^'-f~AC;' =0.  Pour  que 

celte  polaire  se  confonde  avec  la  courbe  donnée ,  Ton  doit 

A  i^      F  'c 

avoir  -7  =  d=-,  7^=±:-;  ainsi  une  ellipse  et  une  hyper- 

^'  a      C  V  ^ 

bolc  ayant  mêmes  axes  principaux,  l'une  de  ces  courbes  étant  ^' 

prise  pour  direcirice  ,  l'autre  sera  ellc-aaême  sa  polaire  réci-  #' 

proque.  (Z^'.  t.  V,  368.)  % 

LXXXVI.  Méthode  mnémonique.  L'équation  de  la  polaire 
réciproque  peut  s'écrire  sous  une  forme  qui  la  grave  aisé- 
ment dans  la  mémoire. 

Soient  ky^-^-pxy  -|-  Cjc'  +  Drz-f  F.rz^-Fz'  =  0, 

ay  4-  r -^J  +',-^'  +  §yz-\-exz  -{-  i;:,'  =  0  =  (f  ; 

les  équations  rendues  homogènes  de  la  conique  donnée  et  de 
la  directrice;  l'équation  de  la  polaire  réciproque  est  : 

dLld^V      'HdL  do  r/cp      dL  /  doV      -IdL  d^  d<^ 
^ W/  '^'d^'dz TTP.     ^  \dil   '^lÛd^lTz 
,   2^L  d-,   d'^    ,    dL/doV 

Ai.'îsi,  dans  î'équaliun  donnée,  on  remplace  les  cocHicionts 
Â,  B,  G,  etc..  par  — -%  —,  et  les  variables  x,  r,  s,   par 
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-r-  -,  -T^i  -r-  >  et  on  double  les  rectangles  ;  le  résultat  est 
dx     dy      dz 

l'équation  de  la  polaire  réciproque. 

Observation  1.  On  voit  donc  que  tout  polynôme  homogène 
du  second  degré  à  trois  variables  .peut  être  mis  sous  la 
forme  (a),  ?  étant  une  fonction  quelconque  de  même  espèce  5 
car  la  fonction  donnée  peut  être  toujours  considérée  comme 
l'équation  d'une  polaire  réciproque  par  rapport  à  la  fonc- 
tion ç,  équation  d'une  conique  directrice. 

Observation  2.  L'équation  de  la  polaire  réciproque,  en  la 
résolvant ,  se  met  sous  la  forme 

ou  bien  : 

LXXXYI.    Manière  directe  de  trouver   Véquation  de  la 

polaire  réciproque.  Soient  x",  y,  2"  un  point  de  la  polaire  ré- 

d(f  d(o  da 

ciproque,  la  polaire  de  ce  pomt  est  :  .r  — -f  ^-—  -j-z  — =  0} 

pour  que  cette  polaire  soit  tangente  à  la  conique  donnée, 
on  doit  avoir  : 

W'I  dy  dx"^    [da:")   ^      dy    dz" 

+  2A:êr.-é  +  '«(è)=<>   (>^.  t.  II,  305), 


et  eflaçanl  les  accents  doubles,  on  a  l'équation  de  la  polaire 
réciproque. 

LXXXYII-  flJélhode  métamorphique.  Lorsque  la  courbe 
donnée  est  une  conique,  nous  avons  vu  ci-dessus  qu'on  par- 
vient à  la  polaire  réciproque  en  remplaçant  jt  et  ^  par 

Y      Y 

—  ,  — ';  Y,  X,  Y. ,  X.  étant  des  fonctions  linéaires  de  x  et 

A.        yi-. 
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de^,  la  polaire  réciproque  est  donc  un  cas  particulier  de 
transformation  linéaire  et  peut  être  obtenue  par  un  procédé 
de  perspective,  [V.  t.  V,  419.) 

LXXXVIII.  Équation  aux  différences  partielles,  La  courbe 

donnée  étant  quelconque,  alors  x  —-j;-\-jrA.z~=  q 

dx  dy'        dz 

est  la  tangente  à  la  polaire  réciproque  ^P  =  0 ,  au  point  de 

contact  ^",  jk",  z",  et  le  pôle  de  cette  tangente  est  : 


et  y': 


V      d^        d^  ^n 

EL  4.   EL  j_  '  .EL 

^dz"  '^'''dx"'^'''   dy" 
,  r         d^     ,     ,  di>    ,     ,    di>l 

^dz"'^''  dx"'^''  dx" 


XCI.  Soit  F  =  0  l'équation  rendue  homogène  d'une  ligne 

de  degré  j?i  ,  et  cp  =  0  l'équation  rendue  homogène  d'une 

x'     y' 
ligne  de  degré  n;  si  — ,  ~j-  sont  deux  coordonnées  de  la 

2  Z 

..       ,.  1  '^'P    I        ^Ç    .       dx 

première  hgne,  alors x^-j-^—L-f-  z~  =  0  (1)  est  le- 

quation  d'une  droite  dont  on  trouve  Tenveloppe  d'après  les 
principes  connus,  et  cette  équation  est  au  plus  du  degré 
jn{n — l)(m  +  7i  — 3);  dans  le  cas  de  n  =  2,  cette  enveloppe 
devient  une  polaire  réciproque.  Construisons  la  courbe  re- 
présentée par  l'équalion  z"'<f{x^y,z,l-»z^f{x',y\z')=0]  cette 
courbe  passe  par  le  point  ix\y',  z  ) ,  et  la  tangente  à  celte 
courbe  passant  par  ce  point  est  : 

celte  tangente  est  donc  parallèle  à  la  droite  mobile  (1). 
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Substituant  ces  valeurs  dans  Téqualion  de  la  courbe  donnée,f 
on  a  une  équation  aux  différrnees  partielles  du  premier 
ordre  et  de  degré  m,  dont  l'cqualioii  de  la  polaire  réci- 
proque représente  l'intcgrale;  ainsi  les  polaires  réciproques 
peuvent  servir  à  trouver  l'intégrale  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  à  trois  variables  ,  homogènes  par  rapport 
aux  coenicienls  diflerenliels. 

LXXXIX.  Problème.  Connaissant  l'équation  enveloppe 
d'une  ligne,  trouver  l'équalion  aux  coordonnées  ordinaires 
de  la  pcilaire  réciproque  et  ensuite  de  la  ligne  donnée. 

Solution.  Soit  F  {p.,  ^  =  0  (  p.  9)  l'équation  enveloppe  de 
la  courbe  donnée;  cp=  0  l'équation  de  la  directrice  et  vj'  =  0 
l'équaijon  de  la  polaire  réciproque ,  soil  x",  y  un  point  de 
cette J^olaire,  l'équalijn  de  la  polaire  de  ce  point  est  :  , 

Cette  droite  par  son  mouvement  décrit  la  courbe  donnée  j 
donc 


dx" 
P=      d^    ' 

dvj 
^           d^ 

dz' 

di' 

Ainsi ,  effaçant  les  accents,  l'équation  de  la  polaire  réci- 
proque est  en  coordonnée  ordinaire  : 

.     / 


d^ 

d(ji 

^Ix" 

dy" 

d(f 

d^ 

dz" 

az" 

—T-     =0; 


et  cherchant  ensuite  la  polaire  réciproque  de  celle-ci,  on 
obtient  l'équation  des  coordonnées  ordinaires  de  la  ligne 
donnée. 
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Application,  i"  Équation  enveloppe, 

P'-\-'ff—  '^Pq  cos  y  =  a^q"  \ 

c'est  l'enveloppe  d'une  droite  de  longueur  constante  a  in- 
scrite dans  un  angle  7. 

Soit  (()=j:'-|-jk'— r*z'=0; 

d<o  do  dtD 

P  =  ~T-i    ^  =  -^  et  l'équation  de  la  polaire  réciproque 

est  :  r''i'(x^-\-y — 2xycos'f)  =  a''x''y%  où  l'on  peut  faire 
z  —  i. 

2°  Equation  enveloppe. 

c'est  l'équation  enveloppe  de  la  développée  de  l'ellipse 
â!*^'-j-  6'j:'=  «^6V  (axes  rectangulaires)  ; 

soit      ç  =  ay+6'a:'— iz'ôV=0;    ^=26':c;  -l-^^ay-, 

do  „.  — X  — y     ...  ,         . 

-1=  —  2rt  6'z/  o=— — -,•  q=-~  •  il  vient  pour  équation 
dz  a  z  b  z 

de  la  polaire  réciproque  :  z\a'^y-\-b^x'')— c''xy\  qui 
appartient  aussi  à  l'hyperbole  d'y"" — 6V=  —  a' 6%  mais 
alors  c'=a^-\-b\ 

Prenons   <D-^x'--\-y'' — rV— 0;   il  vient  : 
rAz\ay-\-  b'x')  =  c^xy'  ;    faisant   z  =  1  ,  '  /■=  c, 

a'      b' 

on  a:  -  +  -=1. 

X      y 

XC.  Coniques  confocales.  Une  conique  ayant  pour  direc- 
trice un  cercle  confocal ,  a  un  second  cercle  pour  polaire 
réciproque  ;  à  l'aide  de  ce  théorème  {F.  p.  413) ,  une  fouJe 

AnNc  de  Mathém.  vu.  *t 
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de  problèmos  sur  les  coniques  peuvent  se  ramener  à  d'au- 
tres problèmes  sur  le  cercle. 

S'il  s'agit ,  par  exemple ,  d'inscrire  dans  une  conique  un 
polygone  circonscrit  à  un  polygone  donné,  ou  bien  de  cir- 
conscrire à  une  conique  un  polygone  inscrit  dans  un  po- 
lygone donné  ,  il  suffira  de  savoir  résoudre  ce  genre  de 
questions  pour  le  cercle;  de  même  étant  données  deux  co- 
niques ,  ayant  un  foyer  en  commun ,  les  recherches  des 
points  d'intersection  de  ces  coniques,  ou  des  tangentes  com- 
munes, n'exigent  que  les  solutions  des  mêmes  questions  pour 
deux  cercles.  On  sait ,  depuis  Newton ,  que  la  construction 
du  cercle  tangent  à  trois  cerclés ,  s'effectue  par  l'intersection 
de  deux  coniques  confocales  ;  intersection  qu'on  obtient  géo- 
métriquement ,  sans  avoir  besoin  de  décrire  les  coniques,  en 
menant  des  tangentes  communes  à  deux  cercles. 

XCI.  Méthode  des  homogènes;  application  aux  lignes  du 
troisième  degré.  Soit  F  =  0  l'équation  rendue  homogène  de 
la  ligne  donnée,  tp  =  0  l'équation  également  homogène  de  la 
conique  directrice  (LXXXIV),  soit  x',  y\  z'  les  coordonnées 
d'un  point  de  la  polaire  réciproque,  on  a  (LXXXV)  : 

,_   ^__  dF         dF^ 

dx         dy  dz  ' 

dx  dx  dz  ' 

dx  dy       '    dz 

On  en  déduit  linéairement  .- 

2A  — •  =  — pa:'-}-2«y-f  ^z', 
dy 

dF 

■2A-;-=£x'-\-'Y'-\-2Kz. 

dz 
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^    Posons 

•^i  '  y^-)  ^i  sont  des  fonctions  linéaires  en  x',  y,  z'  ;  on  dé- 
duit de  ces  trois  équations,  par  le  théorème  des  homogènes  : 

•^•^.+JT.  +  2z.=  0.  (2) 

Éliminant  x^y,  z,  p^  entre  deux  des  équations  (1) ,  l'é- 
quation (2) et  F=:0.  On  aura  une  équation  entre  -r,,  ^,,  z,, 
et  par  conséquent  entre  x\y\  z'. 

Nous  allons  suivre  pour  l'équation  du  troisième  degré  la 
marche  de  M.  Arthur  Cayley  {the  Cambridge  and  Dublin 
malhemalical  Journal,  t.  1",  p.  97,  1846,  deuxième  série). 

Soit  F  =  3U=aa:'+Ar'+cz'4-3iyz  + 

+  Sjz'x -f  Uxy-\-  3i.r z'  +  2j\  zJc'-\-  3k,xy  -\-  elxjrz  =  0  , 

l'équation  (2)  fournit  :  x''x,-^xyy,-{-xzz,  =  0; 

xyx,-\-xy^  +J2Z,=  0  j  xzx,-\-yzy,-\-z'zy,  =  0. 

Ces  trois  équations  sont  homogènes  et  du  second  dciiré 
en  ^,  jr,  z  ;  de  même  les  équations  (1). 

Si  l'on  avait  encore  une  équation  4>  =  0  de  ce  genre ,  on 
pourrait  éliminer  linéairement  de  ces  sept  équations  les 
sept  quantités   x%y,  z%  xy^  xz^yz_^p. 

Voici  comment  l'auteur  se  procure  cette  septième  équation. 

Faisons 

dx"*  dj-dx  dxdz 

dz 
L,  M,  0,  R,  S,  T  sont  homogènes  du  1"  degré  en  j,  x^  z. 
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Les  équations  (1)  donnent ,  d'après  le  principe  des  ho- 
mogènes :  9*" 

Sx  +  R^+  Nz  -i-pz,  =  0. 

Au  moyeu  de  ces  équations  et  de  l'équation  (2) ,  on  peut 
éliminer  linéairement  ^,  j>%  s,  /? ,  et  l'on  obtient  une  équa- 
tion homogène  du  2°"*  degré;  car  les  termes  tels  que  LIVIN  du 
3Bie  degré  se  trouvent  au  dénominateur  dans  les  valeurs  de 
a: ,  y  eXz  ,  et  s'en  vont  ;  ces  valeurs  étant  substituées  dans 
l'équation  (2),  on  a  la  fonction  cramérienne  : 

L,  T,  S,  a„ 
T,M,R,^        _ 

$  =:  —    <  f    =r  0, 

S,  R,  N,  z„ 

fonction  qui  a  celte  forme  : 

(j,  =  A:c-'-{-  Br'+  C2^4-  2F^s  +  zGxz  -f-  zHxy  =  0. 

On  trouve  dans  le  mémoire  cité  les  valeurs  des  six  quan- 
tités A,  B,  C,  F,  G,  H  calculées  en  fonction  des  coefficients 
de  l'équation  U  =  0  et  jc,  ,  jj^, ,  z,  ;  ensuite,  on  effectue  l'éli- 
mination ci-dessus  indiquée,  et  Ton  arrive  à  une  équation  du 
6"'*  degré  en  ^,,j',  ,s.,  équation  qui  occupant  trois  pages 
et  demie  in-S",  nous  ne  pouvons  pas  la  transcrire  ;  mais  il 
est  utile  de  savoir  que  ce  résultat  existe  tout  calculé  ;  il 
peut  servir  à  vérifier  des  cas  particuliers.  On  voit  à  priori 
que  cette  équation  ordonnée  par  rapport  à  j-, ,  a-, ,  r, ,  con- 
tient 28  termes  polynômes ,  mais  il  suffit  d'en  calculer  7  ; 
les  21  autres  s'en  déduisent  par  de  simples  mutations  de 
lettres. 
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PROBLÈME  COMBINATOIRE. 

PAR  M.  A.  VACHETTE, 

Licencié  es  sciences  mathématiques  et  physiques. 


On  a  21  cartes|qu'on  distribue  3  par  3  en  3  paquets  de 
7  cartes;  on  fait  penser  une  carte,  et  on  demande  le  paquet 
qui  la  contient ,  et  on  le  place  au  milieu  du  paquet  total 
formé  par  les  3  paquets  :  on  fait  la  même  distribution  une 
2""^  fois ,  on  demande  le  paquet ,  on  le  place  au  milieu  : 
on  fait  une  3"*  distribution,  et  on  place  le  paquet  de  la  carte 
au  milieu.  La  carte  se  trouve  au  milieu  du  paquet  total, 
c'est-à-dire  au  onzième  rang. 

^  Ce  fait  est  général  pour  2  m-|- 1  paquets  composés  de  2  n 
-j- 1  cartes.  Suivant  les  valeurs  relatives  de  m  et  ?i,  il  arrive 
après  la  seconde,  la  troisième  ou  la  p^^e  distribution. 

Après  la  première,  la  carte  est  dans  le  (/7z-{-l)^"®  paquet, 
au  rang  q.  Nous  supposerons  q^n-\-i  •  s'il  lui  était  égal ,  le 
fait  aurait  déjà  eu  lieu  ;  s'il  lui  était  inférieur,  la  distribution 
commencée  par  la  dernière  carte  du  paquet  total  nous  ferait 
retomber  dans  le  cas  que  nous  examinons.  Prenons  pour  q 
sa  valeur  maximum  2ii-\-  1. 

Si  n  =  ovi<im,  à  la  seconde  distribution,  toutes  les  cartes 
des /«  premiers  paquets  et  Iesn-|-1  premières  cartes  du 
(/ra-j-l)^'"®  paquet  étant  distribuées,  la  carte  viendra  occuper 
le  (/i-|-l)én»e  rang  dans  j'un  (jgg  „i  derniers  paquets  que 
forme  cette  seconde  distribution.  Le  fait  a  eu  lieu  après  la 
seconde  distribution. 

Si  «>»  w,  à  une  dislribulioa  quelconque,  la  carie  viendra 
occuper  le  (/i  -f- 1/""*^  rang  ;  si  elle  est  distante  de  la  carte  du 
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milieu  d'un  nombre  de  rangs  égal  ou  inférieur  à  m,  cl  le 
{/i  -f- 1  H-mjé'ne  rang,  si  elle  en  est  distante  d'un  nombre  égal 
ou  inférieur  à  m  -\-m  {2ni-\-i).  Si  donc  on  a  les  inégalités 
n^fu  et  -<  '«  +  '»  (2/7Î  +  ^  )  ou  égal ,  ce  sera  après  la  troi- 
sième distribution  que  la  carte  occupera  le  (/i  -|-  i)ème  rang. 
Ainsi,  pour  3  paquets  de  7 cartes,  m=i  et  7î=3,  et  l'on  a  bien 
3  >•  1  et  <C  4  ;  pour  7  paquets  de  49  cartes,  m  =  3  et  m  =  24, 
et  l'on  a  bien  24  >>  3  et  =  24  ;  pour  2/?i  +  1  paquets  de 
(2m  -j-  1  )•  cartes ,  on  a  «  =  2m^  -\-  2m ,  et  l'on  a  bien  2m'  -\- 
2m  ;>  m   et  =  m  -f-  (2//i  -\-i)m. 

Si  n>.  m  4- m  {2rfi-\-  1),  après  la  seconde  distribution  ,  la 
carte  aura  dans  son  paquet  un  rang  supérieur  à  n  -f- 1  -{-m, 
et  après  la  troisième  distribution,  ne  pourra  occuper  le  rang  o 
n-{-i.  Elle  y  viendra  après  la  quatrième,  si  après  la  troi- 
sième elle  occupe  un  rang  supérieur  à  fi-\-i-\-m  et  inférieur 
ou  égal  à  ii-\-i-\-2m,  c'est-à-dire  si  après  la  seconde  elle 
occupe  un  rang  inférieur  ou  égal  à  Ji  -}-l+  m-\-2m{2m-{-l); 
si  donc  7i>>m-f- «  (2/«+ 1)  et  <i  m-{-2m{2m-\-i)  ou 
égal ,  le  fait  aura  lieu  après  la  quatrième  distribution. 

En  général ,  le  fait  a  lieu  après  la  p^'"^  distribution 
pour  n';> m-{-{p  —  3)  m  [2  m  -\-  l)  et  <  /n  -f-  (p  —  2)  m 
(2  m-\-i)  ou  égal.        ^^ 

"W' 


^a 


SECONDE  iJÉMONSTRATlOJN 

du  théorème  de  Newton  sur  les  asymptotes  (  V.'  p.  385 
et  lliéorème  sur  les  points  multiples. 


Lemme.  1 .  P„  -f  1V.+--  ^n-P  +•  •••  Po=  0  (1)  étant  une 
éi|uati()u  de  degré /i,  P„  renferme  les  termes  de  degré  n  et 
ainsi  des  autres.  Si  l'on  compose  une  fonction  symétrique 
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entière  de  degré />  avLC  les  n  segments,  comptés  do  l'origine 
sur  un  des  axes  coordonnés ,  la  valeur  de  cette  fonction 
dépend  de  coefiitiouls  qui  se  trouvent  dans  les  fonctions  : 

P     P     ..    .  P  • 

Corollaire  \ .  La  valeur  de  cette  fonction  ne  change  donc  pas 
pour  deux  courbos  qui  ont  les  termes  P„-|-P„_,-}-...+Pn— p 
en  comnuiî). 

Corollaire  2.  L'équation  qui  renferme  le  système  des 
asymptotes  à  la  courbe  a  avec  elle  en  commun  P„+P„_, 
donc/;  =  1  ;  et  désignant  la  fonction  symétrique  du  1"  degré 
par  SX  pour  les  asymptotes  et  par  'Zx  pour  la  courbe, 
on  a  sX=Sx  ou  bien  S(X — x)  =  0;  c'est  le  théorème 
de  Newton  ;  car  une  sécante  quelconque  peut  être  prise  pour 
axe  des  x. 

Corollaire  3.  Les  intersections  de  deux  courbes  ayant  en 
Ci.mmun  les  p-\-'\  premiers  polynômes  sont  évidemment 
sur  une  courbe  de  degré  n — p — 1  ;  donc  si  jo  =  l,  les  in- 
tersections sont  sur  une  ligne  de  degré  ii — '2  ;  par  conséquent 
sur  une  droite  pour  les  lignes  du  troisième  ordre  et  sur  une 
conique  pour  une  ligne  du  quatrième  ordre. 

2.  M.  Plucker  dans  son  Traité  de  g;'onié!ric  analytique 
de  1835  n,  a  douïîc  !a  discus:>i()n  et  la  (héorio  des  propriétés 
les  pluscumj)!è!es  des  courbes  du  iroisièoïc  ordre  ;  en  prenant 
pour  axes  des  coordoni  es  la  droite  des  intersections  asynip- 
lotiqucs  ,  on  simplifie  réquaîiou  et  on  facilite  les  démon- 
strations. Nous  ne  mentionnons  pour  le  moment  que  cette 
proposition.  SoilU=0  l'équation  rendue  homogène  d'une 


(')  Sysiein  dcr  analylisclien  géométrie  auf  neue  belraclilurgen  gegrundel  uii.i 
insbesendcre  eine  ausfuhrliclie  Ihcoiii-  der  curvoii  (iriUeii  ordniing  entballend. 
Bonn,  1835  ,  iii-i.,  222  p.  Système  de  géoniclrie  analylii|ue  londe  sur  de  nou- 
velles eonsidérations ,  ol  conlenanl  en  iiarliculier  une  théorie  complète  des 
courbes  du  Iroisiéine  ordre. 


—  424  — 

ligne  de  l'ordre  n  ;  si  ces  trois  équations  subsistent  — -  =  0; 

dx 

d\J  du 

—  =  0  ;  -—  =  0,  la  courbe  a  des  points  multiples;  ces  points 

cty  €t2> 

•  c       .         •  „  ■       ..       du  ,  dV  ,  du 
satisfont  donc  a  1  équation  -7 — U  — -  4--—  =  0  :    donc  les 

dx       dy      dz 

points  multiples  sont  sur  une  ligne  d'ordre  n  —  1 ,  par  con- 
séquent sur  une  conique  dans  une  courbe  du  troisième 
degré. 


NOTE  RECTIFICATIVE, 

relative  à  la  question  97  (  t-  VI,  p.  399). 

PAR   M.  MENTION. 


«Couper  un  triangle  par  une  transversale,  de  manière 
que  trois  segments  non  consécutifs  soient  égaux.  » 

Voici  quelques  remarques  pour  servir  de  rectification  à  la 
note  de  la  page  399  ,  tome  VI. 

Dans  tous  les  cas  qui  se  présentent ,  on  est  ramené  aux 
équations 

(1)  2px' — œ{ab -\- ac -{- bc) -\- abc  =  0  ^ 

2{p  —  a)x''-{-x  {ab  -\-ac  —  6c)  —  abc  =  0 , 

et  deux  autres  de  cette  seconde  espèce. 

1_       _\_ 1 1_  1  1 

V/^      \/b      V/^l/6        \/â      |/r' 
1  t      ,      1 

\/c      Va     y/b 

Telles  soiil  les  conditions  do,  roalilé  de  racines  do  l'équa- 
tio.i  (1). 
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La  sécante  cherchée  est  tangente  à  trois  paraboles  :  on  est 
en  effet  conduit,  par  des  considérations  très-simples,  à  cher- 
cher l'enveloppe  des  droites  mobiles  qui  sont  divisées  en 
deux  parties  égales  par  une  ligne  donnée,  comprise  entre 
deux  autres  fixes  (*). 


NOTE 

sur  les  valeurs  qui  se  présentent  sous  la  forme  -,  ~  ,  0  X <» 
1*,  0",  oe°,  dans  les  fonctions  aune  seule  variable. 


PAR  M.  G  -H.  Zf  IEVSNGI.OSK.I , 

Répétiteur  au  lycée  Monge. 


On  peut  être  embarrassé  aux  examens  par  les  expressions 
qui  prennent  la  forme  d'indétermination-,-^,  etc.    Une 


simple  transformation  lève  quelquefois  la  difficulté;  mais  ces 
artifices  ne  réussissent  pas  toujours.  Pour  obvier  à  cet  in- 
convénient, je  crois  utile  de  donner  aux  candidats  la  méthode 
fondée  sur  les  dérivées. 

Soient  x  la  variable  et j'  la  fonction,  liées  pary=f{x)  ; 
h  et  k  étant  los  accroissements  respectifs,  on  a,  comme  on 

sait  : 

k       /'(x-^h)  —f{x) 

i-        h        -/''")+'■ 

e  est  une  quantité  aussi  petite  qu'on  voudra  et  s'annulant 
avec  h  ■,f\x]  est  ce  qu'on  appelle  la  dérivée  dey(x),  c'est  la 
limite  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui  de  la  variable. 


(*)  La  ligne  donnée  sera ,  par  exemple ,  une  de  celles  qui  passent  par  les  mi- 
lieux des  côtés  et  interceptent  dans  les  angles  du  triangle  ou  les  adjacents  des 
triangles  isocèles.  Les  deux  lignes  fixes  seraient  deux  côtés  du  triangle. 
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On  sait  aussi  que  celle  limite  existe  toujours,  quelle  que 
soil/(j:),  en  d'autres  termes,  que  toute  fonction  a  sa  dérivée. 
On  tire  de  l'équation  précédente  : 

/(cr+/0=/(x)  +  A}/'(a:)  +  g|  (1) 

Cela  posé,  soit  ^^^^  la  fraction  devenant  -  pour  x  =  a. 

Pour  avoir  la  véritable  valeur  de  \r^  ,  observons  qu'en 

r  [a) 

vertu  de  (1)  on  a  : 

Et  torame/(a)  =  0,  F(a)  =  0,  il  viendra,  en  supprimant  le 
facteur  h  -. 

Y[a^h)      F'(a)+E  ' 
quelque  petit  que  soit  h  5  donc  pour  ^=0,  on  aura  : 

F(û)     ¥{a)  '  ^  ' 

r  avoir  la  vra 
,  il  faut  prendre  le  rapport  des  dérivées  de  ses  deux 


Par  conséquent ,  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  la  fraction 

F(rt 

termes  et  y  faire  x=a. 

Si  ce  dernier  rapport  devient  encore  - ,  on  conçoit  bien 

qu'il  faudra  le  traiter  de  même,  c'est-à-dire  prendre  de 
nouveau  les  dérivées  de  ses  deux  termes  et  y  faire  x=:a  ; 
cl  ainsi  de  suite,  et  si  on  peut  arriver  à  deux  dérivées  ne 
s'annulanl  pas  à  la  fois,  leur  rapport  sera  la  vraie  valeur 
(le  la  fraction  proposée. 

Celle  rciîlc  s'tieud  au  cas  où  t:-—  devient  S  P«"r  x^^a, 

i'{x)  **'  • 
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En  effet, 


./■(•r)      F(^) 


Et  comme  f (a)  =  ce  ,  F(a)=roo  ,  donc,  le  dernier  rapport 
devenant  -,  on  peut  lui  appliquer  la  règle  de  (2).  Or  le 

rapport  des  dérivées  de  ses  deux  termes  est  .- 

F'(:r) 

—  -„   ,    ,  ou  bien  en  effectuant  les  calculs,  {  - — r  >  X  -777—  ; 
f{^)  \  F  (j)  )      /'{Jc} 

donc  en  vertu  de  (2) , 


F  {a)       {F  [a))        f\a) 

f[a) 
Actuellement,  si  la  vraie  valeur  û(i^=--{  n'est  ni  0  ni  <»  , 

F{a) 

en  supprimant  le  facteur  commun ,  il  vient  : 

fia)      F'ia)         ..        fU)       fia) 
F  [a)      f  [à)  F  {a)        F  [a) 

Si  la  valeur  de  1,,  {  est  0.  et  le  cas  où  elle  est  00  se 

F  {a) 

ramène  à  celui-ci  en  renversant  la  fraction ,  voici  comment 
M.  Liouville  opère  [Journal  de  mathématiques  pures  ^  t.  VIII)  ? 

ajoutons  à  la  fraction  ■  supposée  nulle  pour  x=a,  la 

constante  C ,  la  somme  sera  : 

/(:c)  +  CF(^) 
F(x)         • 

Or  pour  x=a  cette  fraction  devient  — ,  ci  comme  alors 

00 

ba  valeur  est  précisément  la  constante  G  qui  n'est  ni  0  ni  qo  , 
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on  pourra  lui  appliquer  la  règle  (3) ,  c'est-à-dire   prendre 
le  rapport  des  dérivées ,  qui  est  : 

/'(.r)+CF'(^)  ^.      fix)   ,  ^, 

¥ïx) — '  ^^         fi4"^   '      ^        ^^"^^ 

ce  qui  donne:         Ç,=<=^^-\-C   d'où   '444=0. 
F  (a)  F' (a) 

et  par  suite:         -^^  '—''  ^  ' 


Par  conséquent ,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ~-\—  — , 

r(rt)       00 


F(«)      F'(a)  • 
t,( 
la  règle  est  la  même. 

Donc  généralement ,  que  =r— ^  se  présente  sous  la  forme  - 

œ                   .  f{a\        f'(a) 

ou -,  on  a  toujours F^  =  F^S)-  « 

11  y  a  ici  une  remarque  importante  à  faire  sur  -  et  — . 

Toutes  les  fois  que  la  valeur  de         '      est  déterminée, 

b  [a) 

comme  c'est  celle  de  777-7»  cette  dernière  est  aussi  déter- 

Y{a) 

mince  ;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  La  vraie  valeur 

de  "^^ — ,  observe  M.  Liouville,   peut  être  déterminée  et 

h  {a) 

celle  de    _■,  .    rester  essentiellement  indéterminée.  Ainsi 

F' (a) 

pour  a:  =  00  la  vraie  valeur  de  : 

cosj: 


1 


arH-cosx  .  ,,     ,  X 

,  qui  peut  s  écrire 


x-j-sinx  smj: 


X 


est  l'unité;  tandis  que  le  rapport  des  dérivées  des  deux 

1 — sinj:  r  .        ,  .       /^,  , 

termes    reste  tout  a  fait  indetermme.  C  est  ce  qu  on 

1  -f-cobJ: 
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voit,  du  reste,  en  faisant  sc=z2k^:-\-  a  et  X=»,  a  étant 

71" 

compris  entre  0  et  -.  Par  là  le  rapport  des  dérivées  de- 

1— sina    ^  ....  .... 

vient  — ; .  Quantité  évidemment  indéterminée. 

l-J-COSst 

applications.  On  suppose  ici  que  les  candidats  savent 
prendre  la  dérivée  d'une  fonction  algébrique  et  des  transcen- 
dantes sino:,  cosj:',  tgx,  Lo",  a". 

0' 

sin<3r  0 

devient  -  pour  x  =  0;  le  rapport  des  dérivées  est 

cos.r  cosj:      ,     ,        sinO  ^  ,,  .... 

-- — ,  or  —-—  =  1,  donc  — =1.  Ce  que  Ion  savait  déjà. 

sin^'x  0 

Plus  généralement ,  — ^r-  devient  -  pour  x  =  0.  Le  rap- 

wisin*"  'ûccos.jr  0 

port  de  ses  dérivées ,    r— est  encore  -.  Mais 

nx  0 

comme  c'est  — ;;=;—  qui  devient  -,  prenant  les  dérivées  de 

(m— l)sin'""'j:cosj:  m    •*     .  -n 

ses  termes ,  on  aura  ^ — : ,,  ■-  , .  Traitant  pareiUe- 

{ji—i)x 

sin'"~'a: 
ment  — ^rzr-  et  les  suivants ,  comme  m  et  n  sont  entiers , 

.    ,    ,.  .         .       ,        .     sin"*/! 

on  voit  facilement  que  la  vraie  valeur  de  — ;r-  pour  x=0 

X 

sera  1,  0,  ou  co  selon  que  m=n,  m'^n,  m<^n. 


Pour  x  =  'X!   — ^      est      .  Le  rapport  de  ses  dérivées 


(*)  J'emploie  une  .seule  lettre  L  pour  indiquer  les  logarithmes  népérient. 
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1 

esl  -— -1-  = i-^  et  devient  — .  Mais  en  allant 

mx     '  mx  00 

jusqu'au  rapport  des  /i»c»»«*  dérivées,  on  aura  : 

n(/i  — l)....l  j        V{x)     ^ 

-^ —  „  '    =0  pour  x  =  oo;  donc — ;--=Opour  j:=oo  . 
m  X  X 

Cela  devait  être,  un  nombre  croît  plus  rapidement  que  son 
logarithme. 

—g  devient  —    pour  j:  =  oo .    Le  rapport  des  dérivées , 

-* 

-;^y  est  encore  — .  Poursuivant  jusqu'aux  n^emet  dérivées 


on  a -: — 7  =  00.  Donc  —^  =  00   pour  j:  =  oo.   L'ex- 

n[n — 1)...1  X 

ponentielle  croît  plus  rapidement  que  le  nombre.  En  cher- 

h 
chant  les  asymptotes  de  la  courbe  ?  = ,    on    a  , 

^     ^  ^       COS/ïw  ' 

comme  on  sait  :  i3'=psiu(w— w'),  «'=— (2^-4-1) • 

T.        .         /        .,    .        ^               A  sin  £  .      .  0 

Posant  w— w'=;,  il  vient  <?= --,  qui  est  - 


COS     TU 


■+''+t) 


pour  £=0.  Or  le  rapport  des  dérivées, 

A:COSc-                  ,     .           k         ^          ,.     ^           k 
devient  ,   donc  Urnti=: {  ). 

—  nSini/ie-}-A:7r-|--j 

3û    0  X  ». 

On  ramène  ce  cas  à  l'un  des  deux  précédents.  En  effet, 


on 


/'(x)xF(a:)=^  =  î^  et  si  /(«)=0,  F(a)=co, 
1  .  1 

F{x)      J^) 
0        00 

aura  0  X  x  =-  =  —  •  Mais  il  n'est  pas  indifférent  de  pren- 
dre l'une  ou  l'autre  forme. 


{')  Voir  Herlrand,  Journal  ilc  l.ioiivilli',  VI,  15,  I84i.  Tni. 
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Ainsi  ,  e«  jc""  devient  oo .  0  pour  j:=0.  Si  on  l'écrit 


—  et  qu'on  prenne  le  rapport  des  dérivées  on   a    ; 

= ,  ce  qui  montre  quon  ne  réussira 

ne    x^x""'      ne~^ 

pas  de  la  sorte.   Mettons  alors    le  produit  proposé  sous 

1 

la    forme     ^^-::^ ,  et  prenons  le  rapport  des  dérivées  ,  il 


e" 

X 


viendra   _„_,  ■  =  — r-^;^  :   actuellement  si  m  ^  n  ce 

mx  mx     ^  <^ 

rapport  est  oo  ;  si  m'^n  on  prendra  de  nouveau  les  dé- 

1 

rivées  et  l'on  aura  -— ■ ^ — sz^;  en  poursuivant,  on 

vi{ni — n)x     ■*■ 

1 
voit  bien  que,  quels  que  soient  m  et  n ,  le  produit  e^"  X  ^"' 
est  toujours  oo  ,  pour  cr=0. 

4°  Symboles  d'indétermination  :  1^",  0°,  oo°. 
1  I 

± ±: 

X   a?-'  devient  1^"  pourx=l.  Posons  v=:x   «-',delà 

\iX  0 

Lt'=  db :  on  est  ainsi  ramené  au  symbole  -.  Or  le  rap- 

X — 1  0 

\iX  1 

port  des  dérivées  de étant  -,  on  a  pour  x=^\- 

1 

d= 

\j.x    «-»  =  ±1 ,  et  par  suite,  l±«  =  e±'. 
Il  ne  s'ensuit  pas  cependant  qu'une  fonction  de  x  devenant 

1±",  sa  valeur  soit  toujours  e±i.  En  effet,  1  U  de- 

vient 1+'*  pour  a:=:0.  Or 
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X  Ô' 


-[^'■J^ 


Prenant  successivement  le  rapport  des  dérivées,  on  ja  pour 


1 


donc 

et  par  suite 

rL(04-i)n-        ,.      ^        --      i 
^  ^      0,  ou  bien  l+~=e  2= — . 

I-  •        -.1 

rsm  jtT  - 
On  a  de  même    P'=  1"  pour  x=0  j  or 

\    X     J  X 

Prenant  les  rapports  des  dérivées  successives,  on  aura 
pour  x=0  : 

orcoswi- — sinx  — sinj:       J:cosa:-)-siua7 

jcsinx  a:cos:r-|-sin  J"  2cosx  —  xsinx 

donc,  pour  .v  =  0- 

_   /sina:\-      ^  .      /sinjr\- 

L.[  — —  P=  0 ,  et  par  suite  ( F,  ou  bien  1^=1. 

jc"  devient  0"  pour  x=  0  ;  or  L.x"^  =  xLx.  On  osl  ramené 
au  symbole  0  x  a  ■ 


-  43.^  ~ 

Ecrivant  le  produit  jtLj:  sous  la  formo  ---_.  ot  prônant  le 
rapport  des  dérivées  ,  il  vient . 

1 

a: 


■X 


donc,  pour  jc=0,  L.x^  =  0,  et  par  suite  0°  =  1. 
Une  expression   peut  prendre  accidentellement  la  forme 


0°,  comme  V  A^'"^-^  ;    pour  x  =  Q;  mais  il  suffit  d'effectuer 


1 


les  calculs,  et  l'on  a  :  k^"'''-'^=k~       =0  pour  x=0. 

Si  l'on  admettait,  dit  M.  Terquem,  que  0°  soit  con- 
stamment égal  à  1  ;,  on  serait  conduit  à  cette  conclusion  ab- 
surde, que  dans  la  surface  transcendante  z=x^,  tout  l'axe 
des  jv'  appartient  à  la  surface  excepté  le  point  servant  d'ori- 
gine. »  Dans  ce  cas  z  =  x^  =  0°  désigne  z  indéterminé.  — 
(Voyez  les  Nouv.  Annal,  de  Math.,  tome  YI,  p.  109  et  391.) 

x^  devientoo°pourj:=Qc  .OrL.  j:^=  —  =  — .  et  comme  le 

^  XX 

1 
rapport  des  dérivées,  pour  la  même  valeur  de  x,  est-  =  0; 

1  1 

donc  pour  x=y:;  L.  x^  =  0  ,  par  conséquent  x'^  ^^  "^^^ 

œ°=  1. 

Si  l'on  demandait  la  valeur  de  {Lx^  q  J  devient  ( —  oc)° 

pour  X  =  0 ,  comme  L(—  oc)  est  imaginaire,  pour  l'éviter 

il  suffit  de  poser  x  =  2y  et  de  faire  y  =0.  On  aura  ainsi 

L  V(-2y)  30 

{Lxr  =   [L^;2J)]^  Or  L.  [V{2y)r  =      '     1/ '   ---  - 

T  00 

pour.r=0;  le  rapport  de  ses  dérivées  est 


2L(2r)X-|î.,  ^  ^ 


=  0. 


—  r-  L(2)-) 

Ann.  de  Mathêm.  V[I.  -O 
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Donc  pour  ^^=0,  L.  [L^(2r)f --» ,  et  par  suite  [V{2y)-]\ 
ou  bien  (Ljc)"^  =  co»  =  i . 

Il  est  à  remarquer  qu'on  obliendra  le  même  résultat  en 
opérant  direclonicnt  sur  [L{^)Y  t't  en  prtdant  le  logarithme 
quoiqu'il  soit  imaginaire  (1). 

S''  Il  est  clair  que  l'on  ne  pourra  pas  lover  l'indétermina- 
tion par  les  dérivées  si  celles-ci  restent  con.  tanimont  et  à  la 
fois  nulles  ou  infinies  pour  la  valeur  ùe  x  de  la  question. 

Ainsi  pour  x=:0  on  a  : 


-.  Le  rapport  des  dérivées  est 


bxm  nïLb.  b^'^x-'^ 


que  les  rapports  successifs  des  dérivées  seront  toujours  — , 
et  l'on  n'en  pourra  pas  avoir  la  vraie  valeur.  Pour 


comme  l'exponentielle  l'emporte  (§  2")  ,  il  est  aisé  de  voir 

ce 

1 

l)~xm 

ces  rapports  se  présentent  constamment -.  Il  faut  alors  un 
artifice  de  calcul.  Dans  le  cas  actuel  il  suffit  do  prendre  le 

logarithme;  on  a  L.  — -  =—  L^i -^^l>-   et  selon    que 

m^nca  logarithme  est  dz  a  pour  x  =  0  -,  cl  par  suilc  le 

nombre  sera  -\-  oo  ou  0  :  si  m  =  n  alors,  selon  que  a^^-, 

le  logarithme  sera  ±  oo ,  par  suite  son  nombre  -)-  oo  ou  0. 
Le  dernier  résultat  s'obtient  dir<  rteni(  nt ,  car  si  m  =  n  , 


C)  Il  est  à  souliailer  (|ue  duns  ce  recueil  on  dcinonlrc  que,  loule  (|uantiU' 
a  une  inlinité  de  logarithnics  imaginaires,  et  que  la  quanlilé  positive  seule  a 
un  logarithme  réel  et  une  inlinité  d'imaginaires.  (  V.  l.  V,  p.  79,  for.  lo  ) 
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=  {  7  )     et  l'on  a  évidemment  -f  »  ou  0  ,  selon  que 

a>b. 

Lorsqu'une  expression  contient  '  des  radicaux ,  l'emploi 
des  dérivées ,  pour  en  lever  l'indétermination  ,  peut  ne  plus 

,    oo        0 
réussir  eu  donnant  constamment  —  ou  -. 

00        0 

Ainsi,  on  réussit  bien  dans  l'exemple  suivant  contenant 
trois|radicaux,  et  l'on  a  pour  ^=1 

1  2 

0_;c  — 1-f  (x— 1)    _2     ^3^  —  2  _ 

(x  -  1)  2  ' 

tandis  que  l'on  ne  peut  plus  |lever  l'indétermination  par  la 
règle  des  dérivées  dans  l'exemple  suivant,  qui  ne  contient 
que  deux  radicaux  ;  car  on  a  ,  pour  i)7=  «, 

1  «s 

0 {x — a^)  [x  —a)    ^x__  2 

i^x  —  af       ~{x-a)   ^  —^,-[x-a)   "" 

Il  faut  alors  recourir  à  an  artifice  de  calcul.  Or,  comme 
x=ia  annule  les  deux  ternies,  substituons  x=:a-\-h;  les 
réductions  faites,  divisons  par  la  plus  petite  puissance  do  A, 
après  quoi  faisons  h  =  0;  le  résultat  sera  la  valeur  clierchéc. 
On  aura  ainsi  : 


^= 1 =9.{a-\-hr-h'=0  pour  /i^O. 


00 


-  436  — 
On  trouvera  de  même  pour  x=  — a 


1  3 

v3 


1  2       y  • 

Comme  on  voit ,  ce  procédé  revient ,  dans  les  fonctions 
algébriques ,  à  leur  ôter  les  racines  communes. 
Soit  pour  dernier  exemple  : 

2  3  1 

L'(j7)  +  (l  —  :c^)'cos(l— :»:)''"'      0 

4 ^-^- — -=-  pour  x=\. 

2 

Substituant  x=i\-\-h  et  divisant  par  /i%  il  vient  : 

2  3       11 

L^l+^)+(— 24-^)^A^(cosA)^ 

2 

1 ; =  1  pour  A  =  0, 

sinV^  ,  û  ''      ,7 
— +  — Xi' 

A' 

1 

L(i  +  M  .-  sinA         cT^    ^ 

car  pour  h  =  0,     ^  J   '  =  \  ,  cos'^A=1,  -7-=!,  -r    =0. 

ri  h  II 


QUESTION  D'EXAMEN 

sur  la  sinussoïde. 

Problème.  Trouver  l'aire  d'une  sinussoïde. 

SoluHon.  Soit  j>'  =  sin.r  l'équation  donnée,  axes  rec- 
tangles ;  cherchons  l'aire  comprise  entre  les  deux  ordonnées 
j-,,  Y,>  correspondant  aux  abscisses  .r, ,  x,;  divisons  Tinter- 


—  437  — 


valle  a.\ — X, en  n-f-1  parties  égales,  et  faisons  Ji\ — a:,={n+i)h; 
l'aire  cherchée  est  évidemment  la  limite  de  la  suite  : 

A[sinj;.-}-sin(a:,-j-/i)  -f-sin  {j[:^-\- h) -{- ...sin{x\-\- nh)] 

,    .     /      ,  nh\    ,    h       ,      ^ 
h  sm  (  j:.+  y)  sin  -  («  + 1) 


.    h 

sin  - 

2 


{F.  t.  III,  p.  523). 


_      nh      X. —  jc, —  h        ,     .  ,  ,  „  . 
Or,  — = — i ;  substituant  cette  valeur,  et  faisant  en- 
suite A  =  0  et  7=2,  il  vient  pour  l'aire  cherchée: 

sm- 
2 

1  1 

2  sin -( x.-j-j:,)  sin  -  (x, — a-,);  et  lorsque  a:.=  0 ,  l'aire  devient 

1  —  cosx.j  c'est  ce  que  donne  immédiatement  le  calcul  in- 
tégral. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 

mr  des  lieux  géométriques  polaires. 

I.  Notation.  Nous  désignons  par  Pr  la  fonction  homogène 
de  deux  variables  x^  y  de  degré  r,  et  par  Qr  la  fonction 
homogène  trigonométrique  de  degré  r  suivante  : 

A  sin*"*?  -{-  B  sin*"~'cp  cos  ?  +  C  sin*"""!})  cos  'cp  -|-  •  •  •  R  singea  cos'"~'o 
-f-  S  sin<f  cos*""'!?  -\-  T  cos^'o , 

oùA,B,C...  R,S,T  sont  des  constantes  données. 

IL  Soit  P^  +  P^i  +  P^_2+...P2+Pi+Po=0  (1) 
l'équation  d'une  ligne  plane  de  degré  m ,  axes  rectangu- 
laires ;  prenant  l'origine  pour  pôle  et  l'axe  des  x  pour  axe 
polaire,  l'équation  polaire  de  la  courbe  est 

z'^Qm  +  z^'-'Qm-i  +  s'-'Q^n-a  +  • . •  zQ,  +  sQ,  +  Po  =:  0  (2i ■ 
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III.  Problème.  Par  un  point  fixe  donné  dans  le  plan  d'une 
courbe  de  degré  m ,  on  mène  une  sécante  qui  la  rencontre  en  m 
points  -,  sur  cette  séranto,  on  prend  un  point  tel  que  sa  dis- 
tance au  point  fixe  soit  égale  à  la  somme  dos  distances  de 
l'otigine  aux  points  d'intersoclion  j  trouver  le  lieu  de  ce 
point. 

Solution    Prenons  le  point  fixe  pour  origine  et  les  axes 

rectangulaires;  soient  (Ij  et  (2)  l'équation  aux  coordonnées 

rectangulaires  et  l'équation  polaire  de  la  courbe;  pour  la 

même  valeur  ^,  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  z  est 

Qot_i 

—  ;  donc  l'équation  polaire  de  la  courbe  cherchée  est 


Qr. 


—  Qm—l  ,.  — ^'S      'Qm—i  — zP»t— 1 

: — ^ ,oubienz=-  — 


d'où  Pwî  +  Pm-i  =  0,  équation  aux  coordonnées  rectangu- 
laires. 

IV.  Problème.  Mêmes  données  ;  trouver  un  point  tel  que 
le  carré  de  sa  distance  à  l'origine  soit  égal  à  la  somme  des 
carrés  des  distances  de  l'origine  aux  /«  points  d'intersection. 

Solution.  On  a 

_j Q'm— 1  —  -QwQm-2  z;\  [z^'^~'Q^m—i  —  âz'^-'QwiQm—î] 

_z'[F,„-, -2P„,P^-2] 
—  p  =>  ' 

d'où  Pm'  -t-  '2PmPm-2  -  P  m-.  =  0. 

V.  Problème.  Mêmes  données  ;  trouver  un  point  tel  que 
sa  (listanco  réciproque  à  l'origine  soit  égale  à  la  somme  des 
distances  réciproques  des  points  d'intersection  à  l'origine. 

1 

Solution.  Dans  l'équation  (2)  remplaçons  z  par  - ,  on  oh- 

z 

lient 

V,z-  4-  Q.^"'-'  +  Q,:-^  -f-  ...  Q^  =  0  ; 
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donc 

!  _  -^         _  ZiLl 

d'où  P,  -1-  Pq  =  0 ,  équation  d'une  droite, 

Vi.  Problème.  Mêmes  données;  trouver  un  point  tel  que 
le  carre  do  ja  distance  nViproque  à  l'origine  soit  égale  à  la 

soiiirp.:!  (îos  carrés  de-,  dislancrs  réciproqu"^  des  points  d'in- 
îcrsccîion  à  rorigin,,'. 
Solution  Oi!  a 

1     Q/-2PeQ. 


n^ 


[Q/-.P„QJ=1V  ouP,^-2P,P -Po^=0, 


êqualion  d'une  conique. 

VIL  3Iéme  procédé  pour  d'autres  questions  de  ce  genre  et 
qui  s'applique  facilement  aux  surfaces. 


PROGRAMME 

pour  le  baccalauréat  es  sciences  du  8  juin  1848}  progrès. 


Les  méthodes  iniinitésimales,  inventées  depuis  deux  siècles, 
d'une  facilité  rudimentaire,  et  qui  sont  pourtant,  s'il  est  per- 
mis de  s'exprimer  ainsi ,  l'âme  de  toute  la  nature  calculable , 
ont  toujours  é!é  repoussées  de  nos  collèges ,  et  cela  depuis 
l'origine  jusqu'à  !!0S  jours.  En  1 695,  Bernoulli  écrit  à  Leibnitz 
que  L'Hôpital  seul  s'occupe,  en  France,  de  la  nouvelle 
géométrie.  «  Mirum  non  est  illum  solurn  in  Gallia  in  gco- 
»  metricB  profundiora  penoirassc;  ideoenim  lot  alii ,  qui  his 
»  sludiis  incumbunt,  intcr  vulgares  notitias  lorpent,  quod 
»  noslra  non  putent  esse  de  pane  lucrando  »  {Cotnm.  epist., 
t.  1,  p.  90).  Enfin  cette  répulsion  va  cesser,  et  nousannou- 


çons  avec  bonheur  que  dans  le  nouveau  programme  on 
admet  les  notions  du  calcul  différentiel  et  du  calcul  intégral , 
et  leurs  applications  géométriques  j  il  est  vrai  que  cette 
admission  n'est  encore  que  facultative,  mais  le  premier  pas 
étant  fait ,  on  peut  espérer  que  bientôt  ces  calculs  seront 
obligatoires  surtout  pour  l'entrée  à  l'Ecole  polytechnique. 


BIBLIOGRAPHIE. 


DiSCODRS     PRONONCE     A     LA     DISTRIBUTION      DES     PRIX     DD      LyCÉE 

MoNGK,  LE  13  AOUT  1848,  par  M.  Vincent,   professeur 
de  mathématiques  spéciales,  in-S",  23  p. 

Le  nouveau  nom  imposé  au  Collège  Saint-Louis  a  inspiré 
naturellement  le  sujet  de  ce  discours.  Outre  la  Notice  histo- 
rique (de  Brisson,  Paris,  1818),  et  l'Essai  historique  de 
M.  Charles  Dupin  (Paris,  1819),  l'auteur  a  eu  à  sa  dispo- 
sition des  noies  manuscrites  communiquées  par  la  famille  de 
Monge.  Aussi  des  renseignements  inédits  sur  la  vie  intime 
du  grand  géomètre  et  même  sur  ses  relations  avec  l'empe- 
reur, donne  à  ce  petit  écrit  un  assez  grand  intérêt.  Dans  la 
vie  privée ,  on  trouve  partout  l'honnête  homme  ;  c'est  que 
là  les  maximes  de  conduite  sont  généralement  connues  ,  et 
admises  par  tous.  Malheureusement,  il  n'en  est  pas  de  même 
pour  la  vie  publique.  La  diversité  d'opinions  amène  des  diver- 
sités de  jugements  ;  aussi  un  des  acteurs  les  plus  illustres  de 
noire  révolution,  caractère  taillé  sur  l'antique,  l'immortelle 
Roland ,  s'est  exprimé  sur  Monge  en  termes  fâcheux  ,  pour 
elle,  à  ce  que  dit  le  savant  orateur  universitaire  ;  n'oublions 
pas  que  l'ardente  philosophe  était  chef  dans  le  parti  opposé  à 
celui  du  géométr<',  et  que  la  femme  est  morte  confessant  la 


—  441  - 

république  sur  l'échafaud  dressé  par  les  jacobins  ;  tandis  que 
l'ancien  jacobin  est  mort  stupidement  persécuté,  mais  noble 
comte,  fanatiquement  dévoué  à  Sa  Majesté  impériale.  Admi- 
rons celui  qui  a  réduit  en  corps  de  doctrine  les  procédés 
graphiques  des  arts;  qui  a  donné  l'interprétation  géomé- 
trique de  tant  d'équations  différentielles;  l'intégration  des 
lignes  de  courbures  de  l'ellipsoïde ,  et  tant  d'autres  magni- 
fiques théorèmes  ;  respectons  la  mémoire  d'un  des  prin- 
cipaux fondateurs  de  notre  Ecole  polytechnique ,  notre 
aima  mater.  Voilà  les  vrais  titres  de  Monge  à  la  recon- 
naissance de  la  postérité.  Le  reste  est  vulgaire,  appartient 
à  la  terre,  et  disparaît  dans  la  tombe.  D'ailleurs,  l'histoire 
nous  apprend  que  dans  la  vie  des  savants,  la  partie  politique 
est  très-rarement  la  partie  brillante.  Heureux  si  rien  ne  la 
ternit.  Que  de  Bacons  pour  un  Franklin  ! 

Ce  discours  honnête^  mérite  qui  devient  rare,  est  terminé 
par  d'excellents  conseils  sur  les  dangers  du  socialisme  j  con- 
seils qui  ont  déjà  été  promulgués ,  réduits  à  leur  plus  simple 
expression,  il  y  a  trente-trois  siècles,  sur  la  cime  sinaïque, 
en  ces  termes,  d'une  énergique  concision  :  non  furtum  fades  : 
non  concupisces  donmm  proximi  tui  ,•  non  desiderabis  uxorem 
ejus.  C'est  très-court  et  très- clair. 


THÉORÈMES 
Sur  le  point  de  moyenne  distance. 

PAR  M.  A.  TTATSIiET, 

Officier  d'Académie,  Directeur  de  l'école  primaire  supérieure  de  Soissons. 


Théorème.  I.  Soit  n  points  donnés  dans  l'espace  ;  qu'on 
prenne  le  centre  de  moyenne  distance  de  n — 1  de  ces  points  ; 
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on  peut  l'aire  celle  opéralion  n  fois  ;  on  aura  ainsi  a  nou- 
veaux poinls  donl  le  ccnlre  de  moyenne  dislance  est  le  même 
que  celui  des  «  points  donnés. 

Démonstration.  Soient  a-p,  j^p,  zp  Içs  coordonnées  d'un 
dis  poinls  ;  donnant  à  l'indice  p  successivement  les  va- 
leurs 1 ,  2,  3....  n,  on  aura  ainsi  les  trois  n  coordonnées 
<ics  7L  points  ;  les  coordoniiées  du  centre  de  moyenne  dis- 

^>'p  ^yp  ~>p      X  Y  z 

(ance  sont  -;   —^^-^■,   -\   ou  —,    —,    -;    séparant 

n  n  n  ii      n      n 

le  point  (a',,^, ,  z,);  le  centre  de  m.  d.   des  n  —  1  points 

X X     Y y      Z z 

restants  a  pour  coordonnées  '-:  -'; d'où  il 

^  71—1  '   «-1  '    n—\ 

résulte  que  le  centre  de  m.  d.  dgs  n  nouveaux  poinls  a  pour 

(«— 1)X      X       {n—\)Y      Y      in—l)z       Z 

coordonnées — =-;     ^ —=—',    ^  =  -; 

7i{7i — 1)       n       n{n — 1)       n      n{ii — 1}       n 

C    Q.    F.  1). 

Corollaire.  En  opérant  sur  les  nouveaux  points  comme 
sur  les  premiers,  et  ainsi  de  suite,  le  centre  des  moyennes 
distances  des  poinls  donnés  est  le  point  limite. 

II.  Applications.  1°  «  =  3;  les  milieux  des  côtes  du  pre- 
lîiier  triangle  sont  les  sommets  du  second  triangle,  semblable 
au  précédent  et  dans  uno  position  renversée.  2"  «=4  ;  poinls 
dans  un  même  plan  ;  le  second  quadrilatère  est  semblable  au 
j)remier  et  dans  une  position  inverse  ;  et  en  poursuivant  la 
même  opération  tous  les  sommets  homoloijues  sont  sur  une 
même  droite;  «  =  4  ;  les  points  sont  les  sommets  d'un  tétraè- 
dre; le  second  tétraèdre,  semblable  au  précédent,  dans  une 
position  inverse  et  dont  les  sommets  sont  les  centres  de  gra- 
vité (les  quatre  faces. 

3o  /f=:5,  ne  présente  rien  de  remarquable;  mais  voici  un 
assez  curieux  ihéorème  de  facile  démonstration. 

Théorème.  Dajis  un  pentagone  on  peut  foiiiier  avec  les 
diagonales  deux  systèmes  de  triangles,  cinq  formés  par  une 
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diagonale  el  doux  côt^s  et  rinq  formes  \)&r  un  côté  et  deux 
diagonales;  si  l'on  cherche  les  contres  de  gravité  des  triangles 
de  l'un  des  systèmes  et  qu'on  les  joigne  deux  à  doux  ,  on  dé- 
termine un  nouveau  pentagone  ;  si  l'on  s'en  sert  pour  faire 
la  môme  opération  en  employant  les  triangles  de  l'autre  sys- 
tème, on  obtient  un  troisième  pentagone  semblable  au  pre- 
mier et  placé  d'une  manière  inverse.  . 


CONSIDÉRATIOJNS 

sur  les  racines  des  équations  algébriques. 

D'après  M.  Mindingde  Berlin  (Crelle,  t.  XX,  p.  168,  J840). 


1 .  Définition  et  notation.  —  Soit  une  fonction  d'une  va- 
riable F(^)^  si  dans  le  développement  de  cette  fonction  on 
remplace  jc  par  Fjc,  on  obtient  un  second  développement 
qu'on  écrit  FF(x),  ou  bien  F.^(x)5  si  dans  ce  second  dévelop- 
pement on  remplace  encore  x  par  Fj:,  on  obtient  FFF(a:), 
ou  Fsix),  c'est  ce  qu'on  nomme  des  fonctions  répétées. 

2.  Théorème.  —  Dans  une  équation  algébrique  dont  les 
racines  sont  des  grandeurs  quelconques  indépendantes  les 
unes  des  autres,  toutes  les  racines  sont  des  fonctions  répétées 
de  l'une  quelconque  d'entre  elles. 

Démonstration.  Soient  x„  jc, ....  x^  des  grandeurs  indé- 
pendantes qu'on  peut  considérer  comme  racines  de  l'équa- 
tion X  =  jc"  -  ax^^'-^bx^''....  =0;  ensuite  a  étant  une 
racine  primitive  de  l'équation  a" — 1  =  0;  posons  : 

nt,=x,-\-ux\-\-o^x,-\- '^'*"'^„, 

nt^ = x\  -\-  a'a.-,4-  a<  JC3  -f «""'^n , 


nty=X^  -\-c/:'ji\-\-d'f^X\-\- a**    f'X^ 


—  4.44.  — 
On  en  déduit,  en  faisant  p  =  a~', 


•2^.=-4-'.+^4- t. 


n  — 1  > 


X 


=l-v^t.+p% r"'<„-o 


•    a 

?î  '   '         '   ' 

Faisons  t^:=ip^  il  est  évident  queyo  dépend  d'une  équa- 
tion de  degré  1.2.3 /i,  nombre  de  permutations  entre 

les  racines;  mais  les  permutations  cycliques  donnent  les 
mêmes  valeurs  pour  C,  par  exemple  en  changeant  1  en  2, 

2  en  3 et  «  en  i  ,•  ^,  devient  a.t^  ;  donc  l'équation  en  p  est 

la  puissance  niéme  d'une  polynôme  de  degré 

1.2.3 n  —  i  =  m; 

les  coefficients  font  des  fonctions  entières  de  ûî  ,  6,  c,  etc.,  et 
cette  équation  peut  encore  être  réduite,  comme  le  fait  voir  La- 
grange  dans  la  célèbre  note  XIII  {Résolution  des  équations  nu- 
mériques). Faisons  v^  =n-M-+'^  t[j.t—i^,  et  formons  l'expression 

Xz-\-...yn-ixn)-l^', 

v^  montera  aussi  au  degré  m.  Donc,  d'après  la  méthode  de 
Lagrange ,  on  peut  exprimer  vu  rationnellement  en  ;?  {v.  1. 1, 
Hermite)  et  l'on  peut  toujours  faire  disparaître/?  du  déno- 
minateur ;  l'on  a  : 

A,  B,  C  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a ,  /» ,  c ,  et  l'équa- 
tion Vft=n—f^+Uu.ti—'^  donne  tj^  =  nf^-^-j^ti?^;  les  expressions 
des  racines  de  ci-dessus  deviennent  -. 
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:c,  =  ^  +  lâf.  +  m^^X  +  -  ••'„_.f^"-Vr  '  =  m^ , 
etc. 

et  X,  est  une  fonction  rationnelle  de  degré  n  —  1  en  « ,  et  de 
degré  m  —  1  en  p. 

Les  équations  t^ — p  =  0  et  f{t)  —  x^  —  d  ont  en  commun 
la  racine  t^,  et  pas  d'autres.  En  effet ,  toutes  les  racines  de  la 
première  de  ces  équations  sont  de  la  forme  p„/.,  ^  étant  un 
nombre  entier  compris  entre  0  et  ^t  ;  donc  si  la  racine  (5/"^, 
appartenait  aussi  à  la  seconde  de  ces  équations ,  on  aurait 
f{^f^t) — x^=Q  ou  j:^4i  =  X,  ;  l'équation  donnée  aurait  donc 
des  racines  égales  ,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  ;  cher- 
chant donc  le  diviseur  commun  aux  deux  polynômes  z"  — p 
et/W — -^1  on  trouve  ?,  ='|/(x,),  où  -^  est  une  fonction  entière 
de  degré  n  — 1  en  ^,,  et  les  coefficients  sont  des  polynômes 
enj»  de  degré  m  —  l  ;  les  coefficients  de  ces  polynômes  étant 
des  fonctions  rationnelles  de  ^ ,  6 ,  c  ,  etc. 

De  jr,=yT[0,  ona  déduit^=^{'(x,)  ;  et  comme  x,  =f{^t],  on 
en  déduira  ^t^  =  ^{x^)  ;  de  même  p't^=-]/[x,) . . .  ^""7,  =  ■^(x^), 
d'où  X,  =/(i34'^J,  a:,  =/(x'),  x,  =/(P>{'^J,  etc. 

Faisant/((3K-3^/*)  =  F(x/j),  on  aura  : 
ar.=rF(jf,),  X3  =  F(x,)  ....  x^  =  F{x^^J,  x,  =F{x,), 
0UJr.=F(a:.),  j:3=F,(x.) ...  x„=F„_.(-^.);  x.=F„(x.),  C.Q.F.D. 

^application.  Soit  l'équation  x^  —  Sbx  —  2c  =  0, 
3^  =  X,  •-[-  «>3:,  -f-  a'oTj  ;  l'^  =/>, 
il  faut  former  l'équation 


(.r, -f- a-3:, -f  aV)^\  /         {x,~{-oi.''x^-{-ciX^f 


P—' 


X  27  /  V^  27 

on  a  : 

3 


■)- 


Sjr/  =  -|- 6c,-  2x'x^=: —  6c ,  {x,-\~7.X^-\-a.\v^)  {x,-\-xX,-j-!/X^) 


^i^G 


,,  =  3a30-  =  7^=^; 


d'où  p'—lcp^h^  —  O, 

Yp 

d'où  .f .  =  t^-e  =J\t)  ;  X,  =f{^t) . 

X,  =f[ft\  px  =pt  4-  bt\  ptx  =pt'  +  bp. 
Éliminant  /%  il  vient  : 

p  -f-  bx^  ' 

bh 

on  a  /.x;  =  /;«'H h -'^% 

P  ^ 

— =  ^(-20  —p);  donc  bx,'  =  ^*/'  -j-  t{-2c  —  p)  +  2^% 


ùx"—px,  =  '2t{c—p)-\-ib^'^   t-. 


6'4--cj:, bx,* 

2  2  1 

^  = =z=:: 1 — -^i  ; 

y/c'—b^  ^ 

y/c^^b^L         2  2        J      2 

^3=:  F  (Jf  J  =  \\  (a-.)  ;      X,=  F3  [x). 

Ainsi  connaissant  une  racine ,  on  peut  par  son  moyen  , 
calculer  de  suite  les  deux  autres.  On  peut  toujours  supposer 
que  X  est  réel;  dans  ce  cas  les  deux  autres  racines  sont 
réelles  ou  imaginaires^  selon  qu'on  a  c'<;^'  ou  c'>>//; 
lorhque  c'=i',  l'équation  a  deux  racines  égales  et  la  for- 
mule n'est  plus  applicable  et  dans  ce  cas  le  facteur  r 

b*-\ — ex bx'' 


■m 
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se  réduit  aussi  à  zéro;  car  x\= — vZ  ce  qu'on  sait  par  la 
mélhode  ordinaire. 

2°  x,  étant  une  racine ,  on  trouve  pour  les  deux  autres 
racines ,  par  la  méthode  connue   : 


x=  -  , 

comparant  les  deux  expressions,  il  vient 


ainsi  pour  x,  réel ,  la  quantité  sous  le  radical  est  positive  ; 
lorsque  c^^b\  il  n'y  a  qu'une  racine  réelle  <^2\/b  et 
lorsque  c"  <ib^  ^  les  trois  racines  sont  chacune  >2\/^. 
Historique.  Cette  manière  remarquable  de  présenter  les 
racines  de  l'équation  cubique  est  due  à  M,  le  professeur 
Hill  (Crelle,  IX,  p.  100).  M.  Minding  a  amplifié  la  propo- 
sition et  démontré  que  dans  toutes  les  équations  algébriques, 
toutes  les  racines  peuvent  être  mises  sous  une  forme  cy- 
clique., qu'on  peut  mettre  en  évidence  pour  les  équaiions 
de  deuxième,  troisième  et  quatrième  degré;  possibilité 
virtuelle  pour  les  degrés  supérieurs  ;  car,  l'exécution  dépend 
de  la  résolution  d'équations  qui  dépassent  le  quatrième  degré 
et  dont  l'impossibilité  a  été  établie  par  Abel. 


THÉORÈME  HOMOGR AFRIQUE 

sur  les  coniques. 

Théorème.  Dans  le  plan  d'une  conique,  on  mène  par  le 
point  fixe  0  une  sécante ,  rencontrant  la  conique  aux  jtoinls 

M  et  M'5  le  lieu  du  point  N  pris  sur  la  droite,  de  manière 

MN.OM'     . 

que  le  rapport  anharmonique  soit  constant ,  est  un  • 

seconde  conique. 
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Démonstration.  Prenons  O  pour  pôle  et  Ms^ — Nz-|-F  =0 

pour  équation  polaire,  M  =  Asin^y-j-Bsin^coscp-f  Csin'^; 

N=  — Dsino  — Ecos?   et   0]\I  =  s';    ON  =  p;  0]Vr=z", 

on  aura  : 

(  0  —  z>"  =  az'(s" —  p) ,  a  est  le  rapport  constant  ; 
ou 

zz"{a  +  1)  =  p[z"(l  -  ^)  +  «(z'  +  z")]  , 
OU 

F(«+i)=rfM.>_i)+.N],  -=£(^±ih:^»; 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  de  la  conique,  il 
vient  : 

[a  (F— IVp)  -f  Pp— Np  [a— 1  \a  (F— Np)  -f-F]+F]VIp^  (a— 1  )==0  ; 
passant  aux  coordonnées  orthogonales,  il  vient  : 
[a(F+Dr+Ex)+F]^  +  (^-1)  [Dj+Ex]  [a(DK+Ej:+F)+F] 
^  -f  F(âi— 1  r  {^.f+&xy■^Q,x')  —  0. 

QUESTIONS. 

196.  La  somme  des  puissances  impaires  d'une  suite  de 
nombres  naturels,  de  0  à  /i ,  est  divisible  par  /i^(«-|-1)'. 

(Jacobi.) 

197.  Une  tangente  à  une  conique  étant  interceptée  p;ir 
deux  autres  tangentes  parallèles;  le  produit  des  segments 
formés  sur  la  première  tangente  par  le  point  de  contact ,  est 
égal  au  carré  du  demi-diamètre  parallèle  à  cette  tangente. 

(Hamiltoii.) 

198.  La  Cl  urbe  enveloppe  de  toutes  les  hyperboles  équi- 
laièros  concentriques,  et  qui  sont  coupées  orthogonalement 
par  utic  niênKi  droite,  a  pour  équation  : 

2       2      2 

0^2  — ^2  —  «2  =  3(P  x^ yi  ^   axos  reclangulaires. 

(Slrebi  r.) 
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AVIS   IMPORTANT. 


Les  Nouvelles  Annales  viennent  d'achever  leur  seplième 
année.  Les  suffrages  honorables  d'hommes  compé(ents  nous 
permettent  de  croire  que  nous  avons  été  de  quelque  utilité 
à  la  science  et  à  l'enseignement ,  aux  professeurs  et  aux 
élèves,  double  but  que  nous  n'avons  jamais  perdu  de  vue. 
Notre  recueil  contient  des  renseignements  instructifs  sous 
le  rapport  didactique  et  historique ,  sur  toutes  les  méthodes 
anciennes  et  nouvelles,  sur  les  théories  et  questions,  objets 
ordinaires  des  examens.  Toutefois,  dans  le  monde  intel- 
lectuel et  politique,  tout  s'avance  devant  nous.  Et  de  nos 
jours,  dans  les  sciences  surtout,  qui  s'arrête,  recule.  De  là, 
l'accroissement  continuel  chez  les  nations  civilisées  du  globe, 
des  productions  périodiques  qui  enregistrent  incessamment 
tous  les  progrès  du  jour.  Ainsi  l'Allemagne ,  outre  le  Jour- 
nal de  Crelle ,  de  Poggendorf,  le  Journal  polytechnique  de 
Vienne,  les  Annales  d'astronomie  de  Schumacher,  s'est  en- 
core enrichie,  depuis  1845,  d'un  journal  consacré  aux 
sciences  exactes,  sous  ce  titre  :  Archiv  der  Mathematik  und 
Physik  mit  hesonderer  Rucksicht  aufdie  Bedurfnisse  der  Lehrer 
an  hôhern  unterrichts  anstalten  :  herausgegeben  von  Johann 
August  Grunert ,  professor  an  Greifswald ,  18i5.  Archives 
des  Mathématiques  et  de  la  Physique,  ayant  égard  particu- 
lièrement aux  besoins  des  professeurs  aux  institutions  su- 
périeures ,  publiées  par  Jean  Auguste  Grunert ,  professeur 
à  Greifswald.   L'Italie  possède  plusieurs  recueils  scienti- 
ûques  où  les  Tortolini,  les  Chtlini  déposent  leurs  beaux 
travaux  géométriques.  En  Angleterre,  outre  le  Journal  de 

An»,  de  Matbkhat.  Vil.  •*" 
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mathématiques  de  Cambridge  et  de  Dublin  ,  publié  par 
Thomson  ,  et  qui  a  pour  collaborateurs  les  frères  Roberts, 
les  Hamilton,  les  Cayley,  et  autres  grands  géomètres  con- 
temporains ;  outre  les  journaux  scientiflques  d'Oxford  , 
d'Edimbourg,  il  y  a  encore  pour  la  partie  élémentaire  :  the 
Mathematkian ,  edited  by  Messrs.  Rutherford  and  Fenwick 
of  the  royal  military  academy  (1845,  vol.  1  et  2).  Le  Mathé- 
maticien publié  par  MM.  Rutherford  et  Fenwick  de  l'aca- 
démie royale  militaire.  Le  Journal  de  Dublin  vient  de  com- 
mencer une  seconde  série ,  et  le  mouvement  mathématique 
est  tellement  fort  chez  nos  voisins  au  delà  du  détroit ,  qu'on 
réimprime  une  seconde  édition  de  la  première  série.  La  géo- 
métrie surtout  ancienne  et  moderne  y  est  cultivée  avec  beau- 
coup d'ardeur.  On  y  voit  paraître  de  fréquentes  traductions 
d'Euclide  à  l'usage  des  classes  :  qui  en  France  achèterait 
une  telle  traduction  ?  Les  neuf  dixièmes  de  nos  élèves  igno- 
rent le  nom  d'Euclide,  et  on  compterait  facilement  le  nombre 
de  professeurs  qui  le  lisent.  Nous  possédons  un  seul  journal 
consacré  aux  parties  transcendantes  de  la  science  et  dirigé 
par  un  célèbre  géomètre ,  journal  qui  est  l'émule  de  celui 
de  Crelle;  mais  tandis  que  le  journal  prussien  jouit  de  la 
haute  protection  de  son  gouvernement,  celui  de  la  France 
est  bien  loin  d'avoir  joui  d'une  telle  protection  sous  le  gou- 
vernement déchu ,  au  contraire.  La  République  réparera- 
t-elle  les  torts  de  la  monarchie?  Peut-être.  Mais  la  justice 
nous  oblige  de  dire  que  l'ancien  gouvernement,  peu  avant 
sa  chute,  se  disposait  à  encourager  les  Nouvelles  Annales  par 
des  souscriptions.  Ces  dispositions  bienveillantes  seront-elles 
maintenues  ;  nous  l'espérons. 

Quoi  qu'il  en  soit,  la  huitième  année,  nous  ferons  de  nou- 
veaux efforts  pour  mériter  l'approbation  du  public  géomètre  : 
nous  voulons  que  les  Nouvelles  Annales  deviennent  en  quel- 
que sorte  un  bureau  de  consultations  pour  ceux  qui  se  livrent 


—  451  — 

avec  amour  à  l'étude  de  la  sainte  doctrino.  Ainsi  tous  les 
professeurs  des  départements  et  de  la  capitale  pourront 
s'adresser  par  écrit  ou  verbalement  aux  rédacteurs  pour 
obtenir  des  renseignements  bibliographiques  sur  l'objet  de 
leurs  investigations.  Dans  cette  même  vue,  nous  donnerons 
les  énoncés  mensuels  des  articles  des  journaux  étrangers 
ci-dessus  mentionnés ,  et  avec  des  développements  pour 
ceux  qui  en  auraient  besoin. 

Les  élèves  abonnés  peuvent  nous  consulter  sur  les  dif- 
ficultés qu'ils  rencontreraient  dans  les  questions  d'examen  , 
et  nous  nous  engageons  à  leur  en  communiquer  la  solution. 

A  partir  de  janvier  1849,  on  devra  adresser  les  demandes 
d'abonnement  à  M.  Bachelier,  libraire,  quai  des  Augustins. 
Il  n'est  rien  changé  aux  conditions.  MM.  Carilian-Gœury 
et  Dalmont  (Victor),  anciens  éditeurs,  serviront  les  abonnés 
qui  ont  déjà  souscrit  chez  eux  pour  1849. 

On  donnera  toutes  facilités  pour  acquérir  les  volumes  qui 
ont  déjà  paru. 


THEOREMES  DE  GEOMETRIE  SPHERIQUE , 

FAK  M.  STREBOn. 


Il  existe  une  seconde  analogie  sur  la  sphère  avec  l'hyper- 
bole équilatère ,  savoir  :  une  ellipse  sphérique ,  dont  le  petit 

1 

axe  est  - 1: ,  rapportée  au  centre  extérieur,  situé  sur  le  pro- 
longement de  l'axe  le  plus  grand.  Voici  quelques  propriétés 
de  cette  conique,  que  nous  appellerons  hyperbole  équilatère 
sphérique  de  seconde  espèce. 
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I.  L'hyperbole  équilatère  sphérique  de  seconde  espèce  a 
pour  équation  polaire  centrale  : 

tang  "p  cos  2a)  =  tang  'a. 

II.  En  désignant  par  w  l'arc  mené  du  centre  perpendicu- 
lairement au  grand  cercle,  tangent  à  l'extrémité  d'un  arc 
vecteur  quelconque  (p)  tiré  du  centre ,  on  aura  : 

tang  w  tang  p  =  tang  ^a. 
Dans  une  hyperbole  équilatère  plane ,  si  l'on  mène  par  le 
foyer  deux  cordes,  mutuellement  à  angles  droits,  l'une 
d'elles ,  terminée  d'un  côté  et  de  l'autre  par  la  même  branche 
de  la  courbe ,  sera  égale  à  l'autre ,  comprise  entre  les  deux 
branches  opposées  scmblablement. 

III.  Dans  une  hyperbole  équilatère  sphérique  de  seconde 
espèce ,  si  l'on  mène  par  le  foyer  deux  arcs  de  grands  cercles, 
mutuellement  à  angles  droits,  l'un  d'eux,  terminé  d'un  côté 
et  de  l'autre  par  la  môme  branche  de  la  conique ,  sera  égal  à 
la  partie  de  l'autre ,  comprise  entre  les  deux  branches  op- 
posées. 

Ce  dernier  théorème  admet  un  autre  énoncé ,  savoir  : 

1 

IV.  Dans  une  ellipse  sphérique ,  dont  le  petit  axe  est  -  tt, 

si  l'on  mène  par  le  foyer  deux  cordes  (arcs  de  grands  cercles), 
mutuellement  à  angles  droits,  leur  somme  sera  constante  et 
égale  à  t.. 

Considérons  la  courbe ,  lieu  des  points  pris  sur  les  grands 
cercles  menés  du  centre  de  l'hyperbole  équilatère  sphérique 
de  l'espèce  dont  il  s'agit ,  perpendiculairement  aux  tangentes, 
de  manière  que  leurs  distances  au  centre  soient  divisées  en 
parties  égales  par  les  tangentes.  Elle  peut  être  évidemment 
regardée  comme  fournissant  une  analogie  avec  la  lemniscale 
do  IJernoulli.  En  la  nommant  donc  la  sphèro-lemniscate  de 
seconde  espèce,  on  aura  les  théorèmes  suivants,  qui  vont 
confirmer  cette  analogie. 


—  453  — 

V.  La  sphéro-lemniscate  de  seconde  espèce  a  pour  équa- 
tion polaire  centrale  : 

1 

tang  '-  p  =  tang  '«  cos  2w. 

VI.  Elle  coïncide  avec  le  lieu  du  sommet  d'un  triangle 
sphérique ,  dont  la  base  est  donnée  et  dont  le  produit  des 
tangentes  trigonométriques  des  demi-côtés  est  constant,  et 
égal  au  carré  de  la  tangente  trtgonoraétrique  delà  quatrième 
partie  de  la  base. 

VU.  La  base  du  triangle  dont  on  vient  de  parler,  coïncide 
avec  la  distance  entre  les  foyers  contigus  des  branches  op- 
posées de  l'hyperbole  équilatère  sphérique,  de  laquelle  la 
sphéro-lemniscate  est  dérivée. 

On  sait  que  l'arc  de  la  lemniscate  de  Bernoulli  s'exprime 

par  une  fonction  de  première  espèce,  à  module  \/    - 
pareillement. 

Vin.  L'arc  de  la  sphéro-lemniscate  de  l'espèce  dont  il 
s'agit,  s'exprime  par  une  fonction  elliptique  de  troisième 


espèce,  à  module 


VI 


QUESTIONS 

proposées  au  concours  d'admission  à  V École  normale  en  1848 
{r.  t.  VI,  p.  409). 


Sujet  de  composition  de  physique. 

Décrire  les  procédés  au  moyen  desquels  on  mesure  les 

températures  supérieures  à  celle  de  l'ébullition  du  mercure. 

Un  ballon  à  col  effilé ,  plein  d'air  sec,  pèse  1078,532  à  la 


—  454  — 

température  de  22"  et  sous  la  pression  0-.760;  le  même 
ballon  plein  d'eau  pèse  6646,550,  On  met  de  l'iode  et  on 
chauffe  à  la  température  de  185°  pendant  très-longtemps, 
puis  on  ferme  à  la  lampe  :  le  ballon  refroidi  pèse  alors 
1106,025  ;  on  casse  ensuite  la  pointe  sous  le  mercure,  et  on 
fait  passer  dans  une  éprouvettc  graduée  l'air  restant  :  on 
trouve  66  centimètres  cubes  d'air;  on  demande  la  densité  de 
l'iode.  On  donne  le  poids  d'un  centimètre  cube  d'eau  à  22*  et 
le  coefficient  de  dilatation  de  l'air. 

Sujet  de  composition  de  mathématiques. 

1'*  Question.  Exposer  la  théorie  des  foyers. 

2«  Question.  Trouver  les  conditions  d'équilibre  d'une  droite 
pesante  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  deux 
droites  fixes,  dont  l'une  est  verticale.  {F.  p.  342.) 


RECTIFICATION 

relative  au  théorème  du  minimum  dans  le  triangle  {F.  p.  407). 


Ce  théorème  appartient  à  M,  Hossard  (P.),  capitaine 
d'état-major  au  dépôt  de  la  guerre  \  il  l'avait  communiqué  à 
M.  Poudra,  chef  d'escadron  d'état-major,  en  y  joignant 
une  démonstration  analytique.  Le  savant  officier  supérieur, 
qui  a  trouvé  la  démonstration  synthétique,  m'avait  donné 
de  vive  voix  ces  renseignements,  que  j'ai  oublié  de  men- 
tionner. Nous  reviendrons  sur  le  travail  analytique  de 
M.  Hossard ,  qui  se  rattache  à  un  problème  fort  important  de 
géodésie. 
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GRAND  CONCOURS. 


Mathématiques  élémentaires. 

(Fig.  49).  Soient  donnés  dans  le  plan  d'un  cercle  deux 
droites  parallèles  L  et  L'.  Par  un  point  M  pris  sur  l'une, 
on  mène  deux  tangentes  au  cercle  qui  déterminent  sur 
l'autre  un  segment  AB  ;  on  joint  le  point  M  au  point  I , 
milieu  de  ce  segment ,  et  l'on  demande  de  démontrer  que 
toutes  les  droites,  telles  que  MI,  vont  concourir  en  un  même 
point. 

PAA  M.  JULES  ORSEI. , 

Né  le  2  août  1830,  à  Paris, 
élève  interne  du  lycée  Monge,  classe  de  M.Bigourdan. 

Synthèse.  U  faut  démontrer  que  les  droites  telles  que  MI, 
remplissant  les  conditions  de  l'énoncé,  passent  toujours  par 
un  point  fixe.  Soit  le  cercle  o  placé  en  dehors  des  deux 
droites,  je  prends  des  points  tels  que  M ,  M',  sur  LL  qui  est 
la  parallèle  la  plus  éloignée  de  la  circonférence  donnée;  je 
joins  les  points  Det  C,  où  les  lignes  MD,  MC  sont  tangentes 
à  la  circonférence  ;  DC  sera  la  polaire  du  point  M  par  rap- 
port au  cercle  o  -.  c'est-à-dire,  qu'une  sécante  M  M'  sera 
divisée  harmoniquement  au  point  M  et  au  point  où  elle 
rencontrera  DG,  par  rapport  aux  points  H  et  H'  (théo- 
rème 1  ci-après).  Je  fais  la  même  construction  pour  le  point 
M'  que  pour  le  point  M  ;  je  joins  D'  à  C  ;  D' C  sera  la 
polaire  du  point  M';  même  construction  pour  M",  etc. 
Mais  M,  M',  M"  étant  en  ligne  droite,  les  lignes  DC ,  D'C 
doivent  passer  par  un  même  point  qui  est  le  pôle  de  la 
ligne  LL  (théorème  2).  Joignons  MP,  je  dis  que  cette 
ligne  passera  par  le  milieu  du  segment  AB,  c'est-à-dire  par 
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le  point  1.  Si  nous  prolongeons  DG  jusqu'à  sa  rencontre 
avec  LL  au  point  N,  la  ligne  NC  sera  divisée  harmonique- 
ment  aux  points  N,  D,  P,  G  puisque  P  est  le  pôle  de  LL  par 
rapport  au  cercle  o;  MN,  ]MD,MP,  MC  est  un  système 
harmonique  ;  et  AB  étant  parallèle  à  LL  il  s'ensuit  que  AB 
est  partagée  en  deux  parties  égales  par  la  droite  MP  (  théo- 
rème 3),  c'est-à-dire,  que  MP  passe  par  le  point  I  milieu 
de  AB.  c.  q.f.  d. 

Analyse.  Supposons  le  problème  résolu  puisque  AB  est 
parallèle  à  ML  et  que  AI  =  IB  :  ML,  MD,  MP,  MG,  sera  un 
système  harmonique,  et  si  l'on  mène  la  ligne  GD,  cette  ligne 
prolongée  sera  divisée  harmoniquement ,  aux  points  N , 
D,  P,  C  (ceci  est  évident  d'après  le  théorème  3). 

Mais  DG  ligne  polaire  de  M  par  rapport  au  cercle  o  (théo- 
rème 1),  passe  par  le  pôle  de  LL  (théorème  2),  où  JVDPG  est 
divisée  harmoniquement  j  ce  pôle  n'est  donc  autre  chose  que 
le  point  P  où  MI  rencontre  DG.  On  peut  faire  le  même  rai- 
sonnement pour  tous  les  points  de  LL;  donc  toutes  les 
lignes  telles  que  MI ,  M' I'  passent  par  le  point  P  polaire 
deLL. 

Théorème  (1).  (Fig.  50.)  Soit  KOM  tel  que 
KM:MH::  KP:PH, 

si  j'élève  au  point  P  une  perpendiculaire  ce  sera  le  lieu 
demandé,  car  la  circonférence  0  étant  le  lieu  des  points 
dont  la  distance  aux  points  P  et  M  est  proportionnelle  à 
HM:HP,  on  a  successivement 

PF  :  FM  :  :  PH  :  HM  :  :  PE  :  EM , 
d'où  FM:EM::PF:PE. 

Mais  IP  perpendiculaire  à  KM,  est  bissectrice  de  FPE  ; 
donc  PF:PE::FI:IE, 

donc  FM:ME::FI:IE, 
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mais  si  MF  se  rapproche  de  D ,  le  rapport  continue  à  avoir 
lieu;  F',  r,  E',  se  rapprochant  sans  cesse,  à  la  limite  ils  se 
confondront  en  D,  et  DPG  sera  la  polaire. 

Théorème  2.  (Fig.  51.)  Si  DC  est  la  polaire  de  M,  MM' 
perpendiculaire  sur  OM  est  la  polaire  de  P  ;  car  menons 
NPIM',  on  démontrera  presque  comme  dans  le  théorème  (t) 


que 

NM':IM'; 

::]NP:PI; 

en  effet 

NP:NM: 

:PH:HiM, 

PI.LM:: 

PH:mi; 

NP:NM; 

::PI:IM, 

et  par  suite 

NM':IM': 

:  NP  :  PL 

Théorème  3.  (Fig.  52.)  Par  le  point  I  je  mène  une  ligne 
quelconque.  Dans  les  triangles  semblables  MHG  et  BIG, 
on  a  MH:BI::HG:IG, 

dans  les  triangles  semblables  KHM  et  Kl  A  ; 

on  a  MH:IA::HK:KI; 

mais  BI  =  lA  ; 

donc  HG:IG::KH:KI. 

La  réciproque  est  presque  semblable. 

HG:IG::HK:KI, 
d'où  l'on  tire  MH:  BI  :  :  MH  :  lA. 

Discussion,  (l"  cas.)  Je  supposerai  que  le  cercle  roule  peu 
à  peu  vers  les  deux  droites  (Fig.  53). 

Quand  le  cercle  sera  tangent  ou  coupera  la  ligne  L'L', 
le  problème  restera  toujours  le  môme  ;  car  on  aura  toujours 
le  faisceau  harmonique  MM',  MD,  MP,  MC.  Seulement  le 
segment  AB  et  le  point  I  peuvent  quelquefois  coïncider  avec 
DC  et  P  ou  se  trouver  au  delà. 

Si  la  circonférence  se  trouve  au  milieu  des  deux  lignes 
(Fig.  54),  il  n'y  a  encore  rien  de  remarquable  et  le  point  P 
se  trouve  entre  M  et  L 
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(2' cas).  Supposons  que  la  circonférence  donnée  soit  tan- 
gente à  la  ligne  LL,  il  n'y  a  pas  alors  de  solutions  (Fig.  55). 

Le  segment  AB  devient  infini ,  car  le  point  A.  est  situé  à 
l'infini. 

Si  on  prenait  le  point  M' le  segment  aurait  ses  deux  points 
chacun  à  l'infini. 

(3^  cas).  Si  le  cercle  coupe  la  ligne  LL',  le  problème  est 
impossible  si  le  point  est  pris  dans  l'intérieur  du  cercle, 
(Fig.  56.) 

S'il  est  à  l'extérieur,  la  construction  n'est  pas  en  défaut , 
seulement  le  point  P  n'est  plus  à  l'intérieur  du  cercle.  Du 
reste  la  démonstration  est  identique. 

4^  cas.  (Fig.  57.)  Si  la  circonférence  est  tout  à  fait  exté- 
rieure, à  LL  on  retombe  presque  dans  le  1"  cas,  on  le  dé- 
montrerait aussi  directement.  Seulement  il  est  plus  simple 
de  mener  par  le  point  AI  une  parallèle  à  AB,  et  l'on  a 

AJ,:AI::I.B,:IB; 
et  la  démonstration  est  identique  à  la  première. 


THÉORÈME 

«wr  h  cylindre  et  le  cône  circonscrits  à  une  sphère, 

PAR  M.  GniI.I.AIiI>  (X.OOIS), 
Chef  de  l'inslilut  du  Verbe  incarné,  à  Lyon. 


Théorème.  Le  cylindre  Circonscrit  à  une  sphère  est  moyen 
proportionnel  entre  la  sphère  et  le  cône  équilaléral  circon- 
scrit, tant  pour  les  surfaces  totales  que  pour  les  volumes. 
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MÉTHODE  RAPIDE  D'APPROXIMATION 

de  la  racine  cubique  d'après  le  professeur  Hill  (Crelle,  t.  II, 

p.  262). 


Soit  a  la  première  approximation  de  la  racine  cubique 
de  ]\  ;  faisons 

1/        a^\  /2        \       u^  /2         \      W.3 

"=3i'-NJ'  "'=(3-"j(T=2iI)^'"^=i3-"')(r:^' 
et  on    détermine    de  même    u^,    u^  ....    Ensuite  posons 
1 — u  1 — M,  1 — u. 

•^°=n^'  ^'^-r^:  ^^^nii^.'  '"'•>  ^"  """^"^ 

y^  =  ^y.y.x.Xi 

Exemple  : 

^T      ^  .  1  1  253  ^ 

N  =  2;  ^  =  1;  u  =  -;  ..=  — ;  .-___, etc.; 

_5         _127        _  768144131 

«^°— 4'  '''■""126'  '^'~~ 765143878' 

,3.-         5  127  768144131  .    .         „,    ^.„    _,.  .      , 

|/2  =  1.-.— — . ; ,  vraie  jusqua  la  20^™»  décimale. 

4  126  768143878  •"     ^ 

Cette  méthode  est  indiquée  sans  démonstration. 


NOTE 

sur  le  théorème  de  la  transversale. 

I.  Notation.  Soit  un  polygone  de  «  côtés  ;  c^  un  quel- 
conque des  côtés  ;  l'indice jo  prenant  les  valeurs  1 ,  2,3...  « , 
on  a  les  n  côtés.  Menons  une  transversale  coupant  chaque 
côté  en  deux  segments  ;  soient  5,p_.,  s^^  les  deux  segments  du 
côté  Cp ,  additifs  ou  soustractifs,  selon  que  leur  somme  ou 
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leur  différence  sera  égale  à  c^  ;  convenons  que  deux  seg- 
ments adjacenis,  ayant  en  commun  un  sommet  du  polygone, 
l'un  aura  un  indice  pair  et  l'autre  un  indice  impair.  Cette 
convention  détermine  complètement  l'indice  de  chaque  seg- 
ment ;  cela  posé ,  on  a  le  théorème  suivant. 

II.  Théorème.  Un  polygone  de  n  côtés  étant  coupé  par 
une  transversale,  le  produit  des  segments  d'indices  pairs  est 
égal  au  produit  des  segments  d'indices  impairs. 

Démonstration.  Désignons  par  «^  l'un  des  quatre  angles 
que  fait  la  transversale  avec  le  côté  c^  ;  comme  il  ne  s'agira 
que  de  sinus ,  on  peut  prendre  un  quelconque  de  ces  angles 
dans  le  quotient  du  produit  des  segments  d'indices  pairs  par 
le  produit  semblable  d'indices  impairs.  Au  rapport  des  seg- 
ments -^  on  peut  substituer  celui  des  sinus  -; ^-  ,  el  le 

^.p+.  sm  «p^. 

quotient  ainsi  transformé ,  chaque  sinus  apparaît  une  fois  au 
numérateur  et  une  fois  au  dénominateur,  puisque  le  même 
angle  répond  à  deux  segments  d'un  même  côté ,  par  consé- 
quent l'un  pair  et  l'autre  impair  ;  donc ,  etc. 

III.  Si  la  transversale  passe  par  un  sommet,  un  segment 
d'indice  pair  et  un  autre  d'indice  impair  devient  zéro,  et  le 


rapport  se  réduit 

,  0 

IV.  Soient  5,p- 

-^»p-, 

.=  S' 

d'où 

=  1  + 

donc 

si  la  transversale  devient  parallèle  au  côté  Cp,  le  rapport 

— î£-  devient  égal  à  l'unité  ;  le  rapport  des  produits  se  sim- 

pliûe  et  ne  contient  plus  que  n  —  1  rapports.  Le  polygone 
ayant  plusieurs  côtés  parallèles ,  si  la  transversale  est  paral- 
lèle à  ces  côtés ,  il  disparaît  de  chaque  terme  du  quotient 
autant  de  facteurs  qu'il  y  a  de  côtés. 
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Une  droite  étant  divisée  en  m  parties  égales  par  des  points  rouges  et  en  n 
parties  égales  par  des  points  noirs,  trouver  la  plus  petite  distance  entre  un 
point  noir  et  un  point  rouge  ;  par  M.  A.  Vachette.  [Prob.  173,  t,  VI,  p.  iâô].      13 

Démontrer  l'identité  suivante,  n  étant  quelconque  : 

a  a  (a+a\  +  (a  +  a  '\a(a  +  a-ra\+a  +  a  ....  +  a      \a  (a  +  a  ....  +  a  ^  — 
•=a  a      (a  +  a      )  +  la  +  a      \a       (a  +  a      +a      \  + 

n  n — >V   n        n— ■'       \    n        n—'J    n— a\  n        n — «        n— '/ 

+  (a+a      ....  +  a\a(a+a      ....+a  +  a\; 
\  n       n— I  ay   iV   n       n— i  i       »/ 

par  M.  Paul  Serret.  (Toir  t.  IV,  p.  1 83) 199 

P  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  a  :  a  +  b  :b+  c  :c  +  d  :  d-f-elc. ,  et 

Q  étant  la  limite  de  la  fraction  continue  a  :  b  +  b:  c  +  c:  d+  etc.,  on  a 

P(a  +  Q+l  =a-fQ;  parM.  J   Murent.  ;Prob.  185,  t.  VII,  p.  239).  .     .    .     300 

pétant  un  nombre  premier  impair,  o  et  6  deux  nombres  premiers  entre 

aP-rbP 

eux  ;  a  +  0  et  ne  peuvent  avoir  d'autre  facteur  commun  que  p  ; 

ai-  6 

61  a^  +  bP  est  divisible  par  p',  alors  a  +  6  est  divisible  par  p'"' ;  mêmes 

propriétés  lorsqu'un  des  nombres  a,  b  devient  négatif;  par  MM.  Mention 

elGilles  (.Lucien, .  [Prob.  i«4,  t.  Vil;  p.  239] SOT 

II.  Algèbre  supérieure. 

Ai''          Aï"                     a    '' 
L'équation    +  — +  ....  -f-  — B  -=  o   a   toujours   n  racines 

X — Ci        X— fla  X — «« 

réelles ,  si  Âi,  Aa ....  A„  ;  a„  a^  ....a„  et  B  sont  des  quantités  réelles  ;  par 

M.  Gilles  (Lucien).  [Prob.  186,  t.  Vil,  p.  240] •    25i 

Soient  t  •=  fx,y)  u  =  F(x,*î/)  ,  d'où  x  =  s{u,l)  t/  =  i (">  0  >  on  a  ; 

/-  '   F'    f   F'   \  fo'  l'    s'  liM  =  1 

les  fonctions  accentuées  étant  les  dérivées  par  rapport  aux  variables 

écrites;  par  M.  J.  Murent.  [Prob.  189  ,  t.  Vil,  p.  240] 298 

Solution  du  même  problème;  parM.  Jernais 338 

Solution  du  même  problème;  par  M.  Loxhay 338 

IIT.  Géométrie  élémentaire. 

ABCDE  étant  un  pentagone  plan  représentons  par  a ,  b,  y,  s",  s  les  aires 
des  triangles  ABC,  BCD,  CDE,DEA,EAB  et  par  S  l'aire  du  penta- 
gone, démontrer  que  ■■ 

S-  —  S  (  i:  +  £  -1-  •/  -j.  cTu-  î  )  4.  a  Ê  4. 6  7  +  y  3*-f  o*£  -f.  £  a  =  0  ; 

par  M.  Paul  Serret.    Probl.  162;  t.  VI ,  p.  272] 28 

Même  question,  par  M.  Legallois 58 

Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  sontcirconscriptibles  et  que  les 
dislances  des  centres  des  cercles  inscrits  aux  sommets  sont  proportion- 
nelles et  serablablement  placées;  par  M.  Lucien  Gilles.  [Probl.  i,  t.  I, 

P-  122] 61 

Étant  données  deux  circonférences  dans  le  même  plan,  A  un  point  sur 
la  première  circonférence  et  B  un  point  sur  la  seconde,  trouver  sur 
l'axe  radical  des  deux  circonférences  un  point  C  tel  qu'en  menant  les 
sécantes  C  A,  CB,  elles  coupent  les  circonférences  en  deux  points  D,E,d« 
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manière  que  la  droite  DE  soit  à  angle  droit  sur  l'axe  radical  ;  par  M.  A. 
Mannheim.  fProbl.  ()T,  t.  XI,  p.  32"1 231 

IV.   Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

Le   lieu  géométrique  des  projections  orlhogonales  du  centre  de  la  lem- 
niscale  de  Bernouilly  sur  ses  tangentes  a  pour  équation  polaire  : 


^3=  ;3  cos 


{r> 


par  M.  Paul  Serrel.  [Probl.  i66,  t.  VI ,  p.  394] 98 

abc,  ABC,  étant  deux  triangles  rectilignes  situés  dans  le  même  plan,  les 

ab      ac 
quatre  sommets  b,  c,  B,  C,  étant  fixes  on  donne  la  relation  — = —  — 

AB  AC 
1 
constante  =  —  ;  si  le  sommet  a  décrit  une  ligne  plane  algébrique  di- 
visée parla  droite  bc  en  deux  parties  égales  et  symétriques,  le  sommet 
A  décrira  une  ligne  du  même  degré  ,  divisée  en  deux  parties  égales  et 
symétriques  par  la  droite  BC,  par  M.  Paul  Serret.  [Probl.  170,  t.  VI, 
P-   ■454] 99 

a,b,c,d,  ABCD  étant  deux  tétraèdres,  les  six  sommets  b,c,d,B,  C, D  de- 

ab       ac       ad  i 

meurant  fixes  on  donne  la  relation  —     — •==  —  ■=  constante  = —. 

AB      AC      AD  m 

Si  le  sommet  a  décrit  une  surface  algébrique  divisée  parle  plan  bcd 
en  deux  parties  égales  et  symétriques,  le  sommet  A  décrit  une  surface 
algébrique  divisée  de  même  par  le  plan  BCD  en  deux  parties  égales 
et  symétriques;  par  M.   Paul   Serret.  [Probl.   171,  t.   VI,  p.  455].     .     loi 

Étant  donnée  la  longueur  d'un  arc  et  celle  de  sa  cqf  de  trouver  le  rayon  ; 
par  M.  Em.   Lafonge.  [Probl.  172,   t  VI  ,  p.  455] 103 

Soient  A, A' deux  points  d'une  ellipse  AN,  A'N  deux  normales  se  ren- 
contrant en  .N,  M  ,  et  n'  les  grandeurs  de  ces  normales,  p  et  p'  les  dis- 
tances du  centre  aux  'tangentes  passant  par  A,  A',  d  le  demi-diamètre 
parallèle  à  la  corde  AA'  on  a  »°  np-f  n'p'=2d2;  2«  si  l'on  mène  les  deux 
autres  normales,  passant  parN  on  a  np-f-n'p'-f-n"p"+n"'p"'-=conslante; 
3"si  A'  se  reunit  à'A  ona7ip=d2,  d'où  n  est  le  rayon  de  courbure;  4°  celle 
dernière  expression  s'appll(|ue  au  rayon  de  courbure  d'une  ligne  de 
courbure  de  l'ellipsoïde,  d  étant  le  demi-diamétre  parallèle  à  la  tangente; 
par  M.  Mention.  [Probl.  161,  t.  VI,  p.  272] 114 

Note  sur  cet  article  par  M.  Lebesgue 225 

Donner  une  discussion  complète  du  lieu  géométrique  d'un  point,  tel  que, 
si  de  là  on  mène  les  tangentes  à  deux  cercles  égaux  donnes,  leur  rec- 
tangle soit  constant  ;  par  M.  Legallois.  [Probl.  177,   t.  Vil ,  p.  45).    .    .     126 

Suite  et  fin  du  même  article 171 

Par  le  foyer  d'une  ellipse  on  mène  deux  cordes  rectangulaires,  dans  le 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre.  Les  deux  cordes  sont 
égales  à  deux  diamètres  conjugués  dans  l'ellipse;  si  par  le  centre  on 
mène  dans  le  cercle  un  diamètre  parallèle  à  l'une  des  cordes,  il  est  par- 
tagé par  l'autre  corde  en  deux  segments  égaux  aux  rayons  vecteurs  qui 
vont  du  foyer  aux  extrémités  d'un  des  diamètres  conjugués  dans  l'ellipse; 
par  M.  B.  Juufroid.  IProljl    17b,  t.  VU  ,   p.   75] 144 

Cinq  points  sont  situés  dans  un  plan  et  tels  que  trois  ne  sont  pas  en  ligne 
droite.  Il  y  en  a  toujours  quatre  sommets  d'un  quadrilatère  convexe. 
Par  ces  quatre  points  on  mène  deux  paraboles;  la  conique  passant  par 
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les  cinq  points  est  l»  une  parabole,  si  le  cinquième  point  est  sur  l'une 
des  deux  paraboles;  2°  une  hyperbole,  si  le  cinquième  point  est  dans 
l'intérieur  ou  hors  des  deux  paraboles  ;  S»  une  ellipse,  si  le  cinquième 
point  est  dans  l'intérieur  d'une  parabole  et  hors  de  l'autre;  par  M.  Jules 

Leserrre.  [Probl.   179,    t.   VU,  p.    75] 177 

La  courbe  lieu  géométrique  des  sommets  de  toutes  les  paraboles  tangentes 
à  un  cercle  donné  et  ayant  pour  foyer  commun  un  point  lixesur  la 
circonférence  du  même  cercle  a  pour  équation  polaire  : 
1       1 

«»3, — ,^3, 


'Q' 


par  M.  ÎS'.  Emery.  [Probl.   t75,  t.  VII ,  p.  45] 194 

La  somme  des  lignes  obtenues  en  projetant  les  longueurs  de  deux  nor- 
males comprises  entre  leurs  points  de  concours  et  les  points  où  elles 
rencontrent  rectangulairement  la  parabole,  sur  les  rayons  vecteurs  de 
ces  points  est  égale  à  la  corde  focale  parallèle  à  la  droite  qui  les  joint  ; 
par  M.  Mention  (  théorème  analogue  à  celui  161 ,  t.  VI,  p.  272).  .  .  .  206 
Quel  est  le  plus  grand  angle  que  l'on  puisse  inscrire  dans  une  longueur 
donnée  d'une  courbe  du   second  degré.  [Probl.  4,  1. 1",  p.  123),  par 

M.  Breton  de  Champ] 220 

Seconde  solution  de  ce  problème  .-  soient  m',  m",  m'"  trois  points  d'une 
ellipse;  menons  par  les  points  m',  m"  des  tangentes  à  cette  courbe, 
supposons-les  se  couper  en  T  ;  joignons  le  point  m"  au  point  m'"  et  par 
le  point  T  menons  une  sécante  parallèle  à  la  corde  m",  m'"  ;  cela  fait , 
si  l'on  joint  le  point  m'"  au  premier  point  m',  la  ligne  de  jonction  m'", 
m',  passe  au  milieu  de  la  corde  interceptée  sur  la  sécante  partant  du 
point  T  et  parallèle  à  m",  r«"';  par  M.  Mannheim.  [Probl.  151,  t.  VI, 
p.  242] 260 

V.   Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

lax+Jy-f  cz;î+  (o'x+6'y-f  f'ï)2+Ca"x  +  è"j/  +  c"z)'2=dî, 
(ax+a'y-{.a"z)i  +  {bx  +  b'y.\.b"z)t+  {cx  +  &y  +  c"z)^=d'*  ; 

les  axes  étant  rectangulaires,  ces  deux  équations  sont  celles  de  deux 
ellipsoïdes  égaux,  par  M.  Th.  Loxhay.  [Probl.  188,  t.  VU,  p.  240].    ,    .    340 

QUESTIONS  D'EXAMEN. 

I.  Géométrie  élémentaire. 

Soient  donnés  dans  un  cercle  une  corde  KK'  et  un  diamètre  DD'  perpendi- 
culaire à  cette  coi  de.  D'un  point  0  de  la  circonférence  on  mène  deux 
lignes  aux  extrémités  du  diamètre  et  deux  lignes  aux  extrémités  de  la 
corde.  Démontrer  que  la  somme  des  projections  des  deux  premières 
lignes  sur  l'une  OK  des  deux  autres,  est  égale  à  celte  même  ligne  OK, 
et  que  la  différence  de  ces  mêmes  projections  est  égale  à  l'autre  ligneOK', 
c'est-à-dire  que  d,  d'  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des 
extrémités  du  diamètre  sur  la  droite  OK  ,  on  a 

lo  Od  +  Od'  =  OK,  2°  Od  — Od'  =  OK'. 

[Question  du  concours  général  de  1847  en  mathématiques  élémentaires]; 
solution  du  ur  prix  ;  par  M.  Sarell  (Richard) 81 
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Trouver  la  longueur  d'une  corde  divisant  la  surface  d'un  cercle  donné 
dans  un  rapport  donné  ;  construire  géométriquement  l'équation  du  pro- 
blème ;  par  M.  0.  Terquem 11 

Un  triangle  PQR  étant  circonscrit  à  un  cercle ,  on  ferme  un  second  triangle 

■  A,  B,  C  dont  les  sommets  sont  les  milieux  des  côtes  du  premier.  Des  som- 
mets du  second  triangle  on  mène  au  cercle  les  tangentes  Aa,  Bb,  Ce,  qui 
rencontrent  respectivemenl  en  a,b,  c  les  côtés  opposés  à  ces  sommets. 
Démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite  et  voir  si  le  théorème 
a  également  lieu  lorsque,  à  la  place  du  cercle  inscrit,  on  prend  une 
section  conique  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle. 

[Question  du  concours  général  de  1847  en  mathématiques  spéciales]; 
solution  analytique;  par  M.  V.  Prévotel 86 

On  donne  sur  un  plan  un  nombre  quelconque  de  points  A,  B,  C...;  par  une 
origine  fixe  0  choisie  à  volonté  sur  ce  plan  ,  on  mène  un  nombre  inOni 
de  droites,  et  sur  chacune  d'elles  on  porte  une  longueur  OiM  réciproque- 
ment proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des 
perpendiculaires  abaissées  sur  celte  droite  des  diflérents  points  A,  B,  C... 
On  demande  :  i"  Le  lieu  des  points  M  obtenus  de  cette  manière;  2°  s'il 
est  toujours  possible,  les  points  A,  B,  C...  restant  fixes,  de  choisir  l'ori- 
gine G  de  telle  sorte  que  ce  lieu  devienne  une  circonférence;  3° examiner 
si  la  courbe  cherchée  est  toujours  fermée  pour  toutes  les  positions  du 
point  0  ;  par  M.  Jubé  i^Eugéne,  ;  question  proposée  au  concours  d'admis- 
sion à  l'école  normale  en  1847 191 

Du  sommet  A  de  l'angle  droit  BAC  on  mène  une  droite  quelconque;  des 
points  B,  C  on  abaisse  sur  cette  droite  les  perpendiculaires  BP,  CQ, 

trouver  le  lieu  des  points  M  de  ces  droites  pour  lesquels  AM  =AP  x  AQ 
(Composition  écrite  en  1847);  par  M.  Le  Gallais 227 

Lieu  des  projections  du  sommet  d'une  conique  sur  toutes  ses  tangentes; 
par  M.  Le  Gallais 234 

Lieu  géométrique  du  centre  d'un  cercle  langent  aux  côtés  d'un  triangle  in- 
scrit dans  une  circonférence;  par  M.  Adrien  Lafond 318 

n  courbes  situées  dans  !e  même  plan  sont  parcourues  chacune  par  un    . 
point  maléricl  de  masse  connue  ;  on  donne  la  loi  du  mouvement  de  la 
projection  de  chacun  de  ces  points  sur  une  droite  ;  trouver  le  lieu  géo- 
métrique du  centre  de  gravité  de  ces  masses  ;  par  M.  Terquem.    .    .    .    319 

Trouver  l'aire  d'une  sinussoïde;  par  M.  Terquem 436 

Note  sur  les  lieux  géométriques  polaires;  par  M.  Terquem 43T 

III.  Statique. 

Déterminer  la  position  d'équilibre  d'une  tige  pesante  MM',  de  longueur  l  et 
de  poids  P,  dont  les  extrémités  sont  assujetties  à  rester  sur  deux  droites 
fixes ,  dont  l'une  est  verticale  et  l'autre  dans  une  direction  quelconque; 
par  M.  Dieu 342 

rV.   Questions  à  résoudre. 

N<>«175,   176,   177 '......  45 

N»»  178,   i'i9 75 

Plusieurs  théorèmes  de  géométrie  sphérique  ,  proposés  par  M.  Strebor.  .  i35 
Théorème  sur  les  rayons  vecteurs  des  coniques,  proposé  par  M.  Lucien 

Gilles 137 

Exercices  sur  les  équations  irrationnelles  rendues  rationnelles ,  d'après 

M.  Forstemann,  à  Dantzig I5^ 


—  kn  — 

Pag. 

Nm180,   131,  182 '57 

No  lb3 »58 

Théorème   sur    les    axes   de   l'ellipse    et   de  l'hyperbole,   proposé  par 

M.  A.  Mannheirn 232 

No»  184,   185 239 

Nos  186,   187,   188,    189,   190 '^^^ 

Formules  de  trigonoraelrie 269 

Énoncé  de  la  composiiion  du  grand  concours  de  1848  en  maihémaliques 

spéciales  et  en  inaihémaliques  élémentaires. •    286,  317 

Compositions  écrites  pour  l'admission  à  l'école  polytechnique  en  1848, 

composition  de  Pans 315 

Concours  d'agrégation  en  1848 338 

N's  191,  192,   193,   194,  195 26 

Nos  196,   197,   198,   199.      .     .           -4^8 

Avis  important 449 

Concours  d'admission  à  l'École  normale  en  1848 ■ISS 

V.  Bibliographie» 

Leçons  de  géométrie  analytique  de  P.  L.  Cirodde  ;  par  M.  A.  B 42 

Mémoire  sur  la  théorie  de  la  chaleur;  par  M.  Th.  d'Estocquois 76 

Et  plusieurs  ouvrages  italiens 78 

Arithmétique  de  M.  Guilmin.    .    .    • 109,  26i 

Pensées  de  d'Alemhert  sur  divers  sujets  de  mathématiques 273 

Essai  de  géométrie  analytique  de  la  sphère  ;  par  M.  Borgnet 392 

Biographie  de  VVantzel;  par  M.  Saint- Venant 32i 

Programme  pour  le  baccalauréat  es  sciences  du  8  juin  i848  ;  progrés.    .    .  43» 
Discours  prononcé  à  la  distribution  des  prix  du  lycée  Monge;  par  M.  Vin- 
cent, professeur  de  mathématiques  spéciales *io 
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QUESTIONS   NON   RÉSOLUES 
Dans  les  sept  premiers  volumes. 


TOxME  I. 

TOME  IV. 

N» 

Page 

N» 

Page 

2 

fbis)        122 
(bis)        ib. 

93 
95 

259 
260 

9 

146 

99 

370 

25 

247 

103 

ib. 

28 

ib. 

TOME  V. 

31 

394 

116 

167 

34 

395 

117 

»6. 

35 

ib. 

120 

202 

41 

396 

135 

672 

45 

519 

136 

ib. 

Û7 

ib. 

139 

ib. 

50 

520 

TOME  VI. 

52 

ib. 

140 

135 

56 

521 

141 

ib. 

57 

ib. 

145 
148 

216 
ib. 

TOME  II. 

153 
165 

2fta 

394 

60 

48 

166 

ib. 

61 

ib. 

167 

ib. 

62 

(Stewart)  96 

174 

454 

63 

137 

TOME  VII. 

66 

326 

176 

45 

78 

455 

180 

157 

79 

ib. 

181 
182 

ib. 
ib. 

TOME  III. 

183 
190 

158 
240 

81 

40 

192 

368 

83 

ib. 

193 

ib. 

84 

ib. 

194 

ib. 

87 

376 

195 

ib. 

88 

ib. 

196 

448 

89 

ib. 

197 
198 

ib. 
ib. 

Obiervation.  Sur  198  questions ,  Il  en  reste  00  à  résoudre. 
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ERRATA. 


TOME  I  {Sixième  supplément), 

k' 
492,  ligne  10,  ea  remontant,  — ,  lisez:  o. 

m 

Page  494'  ligne  10,  en  descendant,  — ^LN  ,  lisez  :  +  ^L^. 

Page  494'  ligne  10,  en  descendant,  — 4^^,  Usez  :  +  4N*. 

TOME  II  {Cinquième  supplément). 

Page  3o6,  ligne  i4.  en  descendant,  Ex",  lisez  :  Ex'. 
Page  435,  ligne     4>  en  remontant,  N^,  lisez  :   i6rî'. 

TOME  V  {Deuxième  supplément). 

Page    4''  ligne  11,  en  remontant,  des,  lisez  :  du. 

Page     80,  ligne  12,  en  descendant,  i+tang2'x, /wi  .- i4-tang'x. 

Page  5o6,  ligne     3,  en  descendant,  u,  lisez:  t. 

TOIVIE  VI  {Premier  supplément). 

—  A'        ^    ,  A.        B 

Paee  127,  liçrne    8,  en  remontant,  — —  —  ccB,  lisez: — a-.. 

&         /'     a  '  '      _^  A        A 


Page  127,  ligne     5,  en  remontant,  — B,  lisez:  — ■—. 

A 


B 
À' 

B 

Page  127,  ligne     3,  en  remontant,  — B,  lisez  :  — — . 

A 

B 

Page  128,  ligne  10,  en  descendant,  B,  lisez:  — . 

A 

£ 

Page  128,  ligne  12,  en  descendant,  B,  lisez:  — . 

A 


TOME  VII. 

Page       8,  ligne   11,  en  remontant,  dx',  lisez:  dx,. 

Page       9,  ligne  10,   en  descendant  ,    2Cx  -\-  By  -\-  Ez  ,    liset 

iCx'  +  Bj'  +  Es'. 
Page     i5,  ligne    4-  en  descendant,  arce  ,  lises  :  arc. 
Page     21,  ligne   i3,  en  remontant,  des,  lisez  :  de. 


480  — 


Page     3o,  ligne     6,  en  descendant, 


Page 

3i,  1 

gne 

12, 

en  descendant, 

Page 

37,1 

gne 

4, 

en  descendant, 

Page 

12;,  1 

gne 

^4. 

en  descendant. 

Page 

i44.  J 

gne 

4. 

en  descendant. 

Page 

i66,  1 

gne 

i4. 

en  descendant, 

Page 

i6o,  1 

igne 

3, 

en  remontant, 

Page 

i6o,  1 

igné 

9. 

en  descendant. 

Page 

169,  1 

gne 

7> 

en  descendant, 

Page 

i8(3,  1 

gne 

7- 

en  descendant, 

Page 

186,  1 

igne 

8, 

en  descendant, 

Page 

201,  1 

igne 

i3, 

en  descendant, 

Page 

204,  1 

Igne 

8, 

en  remontant. 

Page 

204,  1 

gne 

3, 

en  remontant, 

Page 

207,  1 

gne 

8, 

en  descendant, 

Page 

210,  1 

igne 

3, 

en  remontant. 

Page 

263,  1 

gne 

8, 

en  remontant. 

Page 

277,  1 

Igne 

3, 

en  descendant 
nées. 

Page 

283,  1 

gne 

7' 

en  descendant, 
matériels. 

Page 

283,  1 

igne 

5, 

en  remontant, 

Page 

288,  1 

gne 

n 

en  remontant, 

Page 

288,  1 

gne 

5, 

en  remontant. 

Page 

3i3,  1 

Igne 

8, 

en  remontant. 

A — ,   liiez  : . 

a  22 

quantité ,  lisez  ;  quantités. 

carrés  ,  lisez  :  carré. 

Il",  lisez  :   m'. 

25 ,    lisez  :  25  bis. 

des ,  lisez  ■•  du. 
a-\-s+iabo  ,  lisez:  «r-j-s+i^- 

«2,0^  lisez  :   £t2,0- 

questions,  lisez:  équations 

des,  lisez  :  du. 

faisceaux  ,  lisez  •• 
,  22",  lisez  :  z"". 
xi.^,  lisez  :  x^". 
x-i'^,   lisez  :  j:*". 

première,  lisez  .• 
(x'+j-  *",  lisez  : 
équations,  lisez  : 
,    ordonnées  ,   Use. 


faisceau. 


corde. 

inconnues. 
s  :   coordon- 


point  matériel,  lisez:  points 

5„ ,  lisez  :  S„. 
u-j-  I  ,  lisez  :  ''+I' 
x'^-M'',  lisez  :  x"*-»M. 
^',  lisez  :  ^. 


PARIS.  —  IMPRIMÉ  PAR  E.  THUNOT  ET  C% 
,  Rue  Racine,  28,  prés  de  i'Odéon. 
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